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1. Klasszikus Kvaterniok (W. R. Hamilton, 1843)

H:={a+b-i+c-j+d-k:ab,cdeR}
Kvaterni6 egységek: 1,i,j, k

Miiveletek:
(1) skalarral valo szorzas:
r-(a+b-i+c-j+d-k)=@-a)+@-b)-i+@r-c)-j+@r-d)k
2 Osszeadas:

(a+b-i+c-j+d-k)+(@+b -i+c-j+d k)=
=(a+a)+Bb+b)-i+(c+c)-j+d+d) k

3 SZOrzas:
(a+b-i+c-j+d-k)-(@+b -i+c-j+d k)=

=(a-a—-b-b—c-c'"—d-d) +(@ab+b-a+c-d —-d-c')-i
+(a-c'—b-d"+c-a"+d-b)-j+(a-d"+b-c'"—c-b'+d-a)-k

T: H az (1) — (3) miiveletekkel egy 4-dimenzids, nem kommutativ, de asszociativ és neutralis
elemes algebrat alkot az R test felett.

Ag=a+b-i+c-j+d-k €H kvaternié valos részén (skalar rész) az S(q) =a € R
szamot, képzetes részén (vektor rész) aV(q) = b i+ c-j+d -k € R3 vektort értjiik.

Hagq=b-i+c-j+d-k,qg =b"-i+c' -j+d -k € H két tiszta képzetes kvaternio,
akkor szorzatukra

q-q=—Mb-b+c-c'"+d-d)
+[(c-d"=d-c)i+(d-b'—b-d)j+(b-c"—c-b") k]

adodik.
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E két kvaternio6 skalaris szorzatanaqeo q' :=b-b" +c-c' +d-d’' € R skalart értjik.
E két kvaternio vektoridlis szorzatan pedigaq X q' :=(c-d'—d-c¢")-i +
+(db'—=b-d)-j+(b-c’"—c-b") k€ R3 vektort értjiik.

Ekkor tehat g - q' = —(q ° q') + (q X q) teljesiil.

T: A tiszta képzetes kvaterniok halmaza a skalarral vald szorzassal és az Osszeadassal
vektorteret, a skalaris szorzéssal egyiitt azonban E3 euklideszi vektorteret alkot az R test felett.

2. Altalanositott Kvaterniék (L.E. Dickson, 1912)
]Hlaﬁ:={a+b-i+c-j+d-k:a,b,c,dE]R}
Altalanositott kvaternio egységek: 1,1, j, k
i?=—-a, j2=-, k?=—a-p
i-j=—j-i=k,  j-k=—k-j=B-i, k-i=—i-k=a-j

Miiveletek:

4 skalarral valo szorzas:

r-(a+b-i+c-j+d-k)=@r-a)+@-b)-i+@r-c)-j+@r-d)-k
(5) Osszeadas:

(a+b-i+c-j+d-k)+@+b-i+c-j+d k)=
=(a+a)+B+b) i+ (c+c)-j+d+d) k

(6) SZ0rzas:

(a+b-i+c-j+d-k)-(@+b-i+c-j+d k)=
=(a-a—a-b-b'—B-c-c'"—a-p-d-d")
+(ab+b-a+p-c-d—-B-d-c')i
+(ac’"—a-b-d+c-a+a-d-b")-j
+(a-d"+bc'"—c-b'+d-a')-k

T: Hgp a (4) - (6) milveletekkel egy 4-dimenzids, nem kommutativ, de asszociativ és neutrélis
elemes algebrat alkot az R test felett.

Specialisan, ha @ = f = 1, akkor Hz = H teljesiil.
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Agq=a+b-i+c-j+d-k € H,s altalanositott kvaternié valés részén (skalar rész) az S(q)
:=qa € R valds szamot, képzetes részén (vektor rész) a V(q):=b-i+c-j+d-keR3
vektort értjiikk most is a H struktiraval 6sszhangban.

Hag=b-i+c-j+d-k,q=b"-i+c" j+d -k €Hgp két tiszta képzetes altalanositott
kvaternio, akkor szorzatuk

q-q=—(a-b-b+B-c-c'"+a-f-d-d)
+[(c-d'=d-c)-p-i+(d-b'—b-d)-a-j+b-c"—c-b')- k]

lesz.
E két altalanositott kvaternio skaldris szorzatainaqeoq' :=a-b-b'+ B -c-c' +
+a-f-d-d € R skalart értjiik.

E két altalanositott kvaternid vektoridlis szorzatin a q X q':=(c-d'—d-c')-B-i+
(d-b—=b-d)-a-j+(b-c"—c-b") k € R3 vektort értjiik.

Ekkor tehat teljesiil a g - q' = —(q o q") + (q X q") 6sszefliggés.
T: A tiszta képzetes altalanositott kvaterniok a skalarral vald szorzassal és az Gsszeadassal

vektorteret, a skalaris szorzassal altalanositott euklideszi vektorteret alkot az R test felett,
amely strukturat a tovabbiakban az Egﬁ szimbdlummal jel6liink.

3. Vektorgeometria az E,; struktiraban

T:Aoe: Egﬁ X Egﬁ — R skaldaris szorzat egy szimmetrikus bilinearis leképezés:
@ q°q' = q' o q kommutativ,
(b)) (r-qoq =q°(@r-q) =r-(qe°q') homogén,
(© (q+q)°q" =qoq" +q'°q" disztributiv.

T: Az X: Egﬁ X Egﬁ - Egﬁ vektoridlis szorzat egy alternald bilinearis leképezés:
@) q' X g = —(gq %X q') anti-kommutativ,
(b) (r-q)xq =qgx-q)=r-(q%q’)homogen,

() (g+q')xq" =qxq" +q" xq" disztributiv.

Haq,q',q" € ESB, akkor e harom vektor vegyesszorzatan a qq'q" = (q@ X q') o q" € R valos
szamot értjlk.

T: A vegyesszorzat tulajdonsagai Eg'ﬁ struktaraban:

@ q99'9" =q9'q"q=q"qq' = a-p-det(q,q',q"),
()  q9'q" =—q"q'q.
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T: GRASSMANN-AZONOSSAG (kifejtési tétel)

Minden q, q',q" € Egﬁ esetén érvényesek az alabbi 0sszefiiggések:

@ (@xq)xq"=(°q")-q9"-(@q °q9")q,
() qgx@%xq")=(°q")-q9"—(q°q)q".

T: JACOBI-AZONOSSAG

Minden q,q’,q" € E;p esetén:

(qxqr)an_l_(qran)xq_l_(quxq)xqr=6

T: LAGRANGE-AZONOSSAG

Minden q,q’,q",q"" € E;p esetén:

(q X ql) o (qll X qlll) — (q o qll) . (ql o qlll) _ (q o qlll) . (ql o qll)

T: SPECIALIS LAGRANGE-AZONOSSAG

Minden g, q’ € Ej esetén:

(@xq)e(gxq)=(q°q)(q °q)—(q°q')?
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