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A dolgozatban altalanositjuk az R test feletti neutralis elemes algebrak megkett6zési eljarasat
(Dickson 1919), amelynek felhasznalasaval kiindulva az R struktarabol felépitjiik az
altalanositott komplex szamok €, algebrajat, majd ennek tjfajta megkettdzésével nyerjiik az
altalanositott kvaterniok H,p algebrajat. Ertelmezzilk a szimmetrikus altalanositott
kvaternidalgebra fogalmat, s meghatarozzuk a 9 ilyen struktira koziil a 6 paronként nem
izomorf algebrat. Ezek koziil 5 a szakirodalomban megtaldlhatdé (Rosenfeld 1997), a 6.
struktira legfontosabb algebrai tulajdonséagait a dolgozat végén talalhatjuk.

Bevezetés

A klasszikus komplex szamoknak rendezett valos szamparokbdl torténd egzakt felépitését Sir
William Rowan Hamilton (1805-1865) adta meg 1833-ban (Hamilton 1834, 1837). E
struktirat altalanositva jutott el William Kingdon Clifford (1845-1879) a split komplex
szamok ¢és a dudlis komplex szamok algebrajahoz (Clifford 1873).

Kozismert, hogy klasszikus komplex szamok eredményesen alkalmazhatok sikgeometriai
problémak megoldéasara. Ezért kisérletezett a térgeometriai feladatok hatékony megoldéasara
Hamilton a rendezett valos szamharmasok algebrajanak megalkotasaval. 1843-ban ismerte fel,

hogy rendezett valos szamnégyesekkel célt érhet és sikeresen megalkotta a valds kvaternidk
algebrajat (Hamilton 1844, 1847; Ward 1997). Sir James Cockle (1819-1895) e struktarabol
kiindulva konstrualta meg a split kvaterniokat (Cockle 1849).

Leonard Eugene Dickson (1874-1954) 1912-ben vezette be egy test feletti altalanositott
kvaternidalgebra fogalmat (Dickson 1912, 1914, 1923; Pierce 1982). 1919-ben megadta a
neutralis elemes algebrak megkett6zési eljarasat, amellyel a Hamilton-féle H valos
kvaterniokbol kiindulva felépitette az Arthur Cayley (1821-1895) Aaltal felfedezett 8
komponensii szdmok, az @ oktoniok struktarajat (Dickson 1919). Ezt a mddszert alkalmazva
Dickson tanitvanya, Albert, A. A., aki az R valos test megkettézésével a © komplex testhez,
majd ennek ismételt megkettdzésével a H kvaterniok ferdetestéhez jutott el (Praszolov 2005).

Ebben a dolgozatban a Cayley-Dickson megkett6zési eljarast altalanositva az R struktirabol
kiindulva el8szor a €, , majd ebbdl a H ,p struktirakat épitjik fel.
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1. Az altalanositott komplex szamok

Definicié:
Jelolje {R,+.} a valos szamok testét, az B X R:={(a.b):a b € R} direktszorzatban
értelmezziunk muveleteket a kovetkezd modon:

(1) skalarral valo szorzas: - (a,b) :=(r-a,r -b),
(2) 6sszeadas: (a,b) + (c,d) :=({a+c,b+ d),
(3) szorzas: (a,b) (c,d):=(a-c—a-b-da-d+b-c),

ahol r € R, (a, b),(c,d) € R x R tetszOlegesek, tovabba a € R rogzitett valos paraméter!

Lathato, hogy az (1) és (2) természetes értelmezése mellett (3) a klasszikus komplex szamok
szorzasi miiveletének egy egyszeri altalanositasa.

Kozvetlen szdmolassal igazolhatjuk a kdvetkezo tétel helyességét:

1. Tétel:
Az R x R direktszorzat az (1), (2) és (3) muveletekkel egy 2-dimenziés kommutativ,
asszociativ és neutralis elemes algebrat alkot az I test felett.

E struktara dsszeadasi neutralis elemét a tovabbiakban 0 := (0,0), a szorzasi neutralis elemét
1:=(1,0) jeloli. Ezen algebraban, mint egy R feletti vektortérben természetes bazist alkot az
1:=(1,0) ésaz i:= (0,1) elempar.

2. Tétel:
Az 5:={(a,0):a € R} c R X R halmaz zart az (1), (2) és (3) miiveletekre nézve.

Bizonyitas:

Ha r € Rés (a,0) € S, akkor (1) alapjan r-(a,0) = (r-a,0) € S. Ha (a,0),(b,0) € 5,
akkor (2), illetve (3) szerint (a,0)+ (b,0) =(a+b,0) € S, tovabba (a,0)-(b,0) =
= (a-b,0) € 5 is teljesiil. 0

Az 5 struktara tehat egy részalgebrat alkot az R X IR algebraban a 2. tétel szerint.

3. Tétel:
Az f: R = 5, a + (a,0) leképezés egy algebra-izomorfizmus.

Bizonyités:

Az fegy bijektiv leképezés, mert f'is leképezés. Az f egy homogén leképezés: ha
reR, (a,0) s, akkor f(r-a)=(r-a,0)=(r-ar-0)=r-(a0) =r-f(a). Az f egy
additiv leképezés: ha (a,0),(b,0) €S, akkor f(a+b)=(a+b,0)=1(a,0)+(b0)=
= f(a) + f(b). Végiil f egy multiplikativ leképezés: ha (a, 0),(b,0) € 5, akkor f(a-b) =.
=(a-b,0)=(a,0)-(b,0)= f(a) f(b)o

Az f izomorfizmus felhasznalasaval cseréljik ki az 5 < RX R részstruktirat az
R struktrara, ezzel az (a,0) € S elempar a tovabbiakban azonosithatd lesz az a E R
elemmel.
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4. Kovetkezmény:
Az fA R—-RxR,a (a,0) leképezés egy algebra-monomorfizmus, amellyel az R
beleagyazhato az R x R algebraba.

Definici6:

A beagyazas eredményeként kapott struktarat a € szimbolummal jeldljiik és az altaldnositott
komplex szamok algebrajanak nevezziik.

Ha a = 1, akkor a klasszikus Gauss-féle komplex szamok T, ha @ = 0, akkor a dudlis komplex

szamok ©, végil ha @ =—1, akkor a split komplex szdmok € algebrajahoz juthatunk
(Clifford,1873). E struktarakat részletesen targyalja Rosenfeld (1997) monografija.

5. Tétel:
Minden R feletti 2-dimenzids asszociativ algebra izomorf az « paraméter 1, 0, vagy -1
értékéhez tartozo C, valamelyikével.

Bizonyités:
A tétel bizonyitasat Kantor-Szolodovnyikov (1986) ¢és Rosenfeld (1997) miive tartalmazza. o

6. Tétel:
Azi= (0,1) € T, elemre érvényesek az alabbi 6sszefliggések:
(@) i*=-—a,

() (0.b) =b-1i,

(¢) minden (a,b) € C_ felirhat6 a + b - i alakban.
Bizonyitas:

A (3) felhasznalasaval i =(0,1)-(0,1)=(0-0—a@-1-1,0-1+4+1-0) =(—a,0), amely
azonosithatd a —a € E elemmel.

Szintén a (3) alkalmazéasaval b-i= (b,0)-(0,1)=(b-0—a-0-1,b-14+0-0) = (0,b)
adodik, amely a b) helyességét bizonyitja.

A (2), (3) és a b) alapjan (a,b) = (a,0) + (0,b), amely azonosithato az a +b-i €C,
elemmel. O

Definicio:

A (c) pontban szerepld eldallitast az altalanositott komplex szdm algebrai alakjanak
nevezzik.
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Az (1), (2), (3) és a 6. tétel (c) pontja alapjan az altalanositott komplex szamok algebrai
alakjaval a kovetkezd szdmolasi szabalyok alapjan dolgozhatunk:

7. Tétel:
Hare Ra+b-i,c+d-i€C, tetszéleges elemek, akkor

(4) r-{fat+b-i)=(r-a)+ (r-b)-i,
5) (@a+b-D)+(ct+d-i)=(a+c)+(b+d) i,
(6) (a+b-i)-(c+d-i)=(a-c—a-b-d)+(a-d+b-c)-i.
A 6. tétel (a) pontja szerint a (6) Gsszefiigges atirhatd az alabbi formaba is:
(7 (a+b-i)-(c+d-i)=(a-c+i*-b-d)+(a-d+b-c)i,
ennek alapjan az altalanositott komplex szamokkal is gy dolgozhatunk, mint valos kéttagi
kifejezésekkel.
Definicio:

Az=a+b-i €C_ konjugaltian az:=a — b-i € C altalanositott komplex szamot értjik.
Egyszer( szamolassal igazolhatjuk a konjugalés tulajdonséagait rogzitd alabbi allitast:

8. Tétel:
HareR z=a+b-i, t =c+d-i¢& C, tetsz6leges elemek, akkor
@ Z=z involutiv,
(b) Tz =r-Z  homogén,
() z+t=z+1t additiv,
(d) z-t=2z-t multiplikativ.
(e) z-Z=Z-z=a*+a-b*ER
Definicio6:

A z=a+b-i€C, altalanositott komplex szdm normdjan az N(z):=a” +a-b* ER
valds szamot értjiik.

Az R és T, strukturak algebrai tulajdonséagai, valamint a 8. tétel (d) pontja alapjan kénnyen
adddik a kovetkezd eredmény:

9. Tétel:
Tetszbleges z, t € T, altalanositott komplex szdmokra teljesiil:

) N(z-t) =N(z)-N(t) .

10. Tétel:
A z € C_ invertalhatd elem akkor és csakis akkor, ha N(z) #+ 0.

Bizonyitas:

z

Ha N(z) =0, akkor z7'=——€C_, mert a 8. tétel (e) pontja szerint teljesiil ra a

Niz=)
-z =1 Osszefiiggés. Ha pedig N(z) =0, akkor z-Z=Z-z=N(z)=0
miatt z € C, zérusosztd, vagyis nem invertalhato. o

z-z7l==7z"1
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11. Tétel:
Ha z,t € C_ invertalhat6 elemek, akkor z - t € C_ is invertalhato és (z-t) ™t =z"*+-¢t71

Bizonyitas:

A 10. tétel szerint most N(z) = 0 és N(t) # 0, a 9. tétel alapjan ekkor N(z-t) # 0 teljesiil,
ezért ismét a 10. tétel miatt z -t € C, is invertalhato. A 8. tétel (d) pontja, a 9. és 10. tétel
felhasznalasaval ekkor

L FE  zE oz & o
) =y TN N No ND C T E

Definicio:

Az=a+b-i,t =c+d-i€C_elempar skaldris szorzatdn a {z,t):=a-c+a-b-dER
valds szamot értjiik.

Egyszert kdzvetlen szamolassal igazolhatjuk a skalaris szorzat kovetkezd tulajdonsagait:

12. Tétel:
A B:C,xC,—R,(zt) = {z,t) egy szimmetrikus bilinedris leképezés: tetszbleges
re R, zt,v € C_esetén

(@) {z.t) = {t,z) kommutativ,

(b) {r-z,t) ={z,r-t) =r -{z,t) homogén,

() {z+ v, t) = {z,t) + (v, t) disztributiv az 6sszeadasra nézve.
Megjegyezziik, hogy a skalaris szorzat éltaldban egy indefinit bilinearis leképezés, amely
csupan az & = 1 értékhez tartozo C klasszikus komplex test esetén lesz pozitiv definit.

Lathato, hogy egy altalanositott komplex szam norméja a skaléris szorzatbol szarmaztathato,
mert a norma és a skaldris szorzat értelmezése miatt ha z € C_, akkor N(z) = {z, z} teljesiil.

Legyen M,(R) az R valos test feletti masodrendii négyzetes matrixok 4-dimenzids teljes
matrixalgebraja! Rendeljiik hozza a z = a + b -1 € C, altalanositott komplex szamhoz azt az
A € M,(R) matrixot, amelyre

1.2y _ , 1
©) (i-zj_‘q {;)
teljesiil. Mivel (1) és (3) alapjan1-z=1-(a+b-i)=a+ b-iés

irz=i-(a+b-i)= —a-b+a-i, ezért

(10) a=(_* B

—abh a

teljesiil (Kaluzsnyin 1979). Jeldlje az ilyen alaki matrixok halmazat a tovabbiakban M7 (R)!
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13. Tétel:
Az M7 (R) matrixok részalgebrat alkotnak az M, (R) teljes métrixalgebraban.

Bizonyitas:

Ha reRABE M;“"{:]E}J akkor egyszeri kozvetlen szamitassal igazolhatjuk, hogy
r-A,A+B, A-BeM;(R), igy M;(R) valoban egy részalgebrat alkot az M,(R) teljes
matrixalgebraban. o

14. Tétel:

Ag:ﬁlﬁ—:-M?(]R],a—l-b-iH( @ b

—a-b ﬂ) egy algebra-izomorfizmus.
Bizonyitas:

A g egy bijektiv leképezés, mert g~ tis leképezés. Har E R,z=a+ b i, t=c+d-i EC,
akkor

glr-z)=g(r-(a+b-i))=r-g(z), igy g egy homogén leképezés.
glz+1t) = g[[a +b-i)+(c+d 1]) = g(z) + g(t), igy a g egy additiv leképezés.

glz-t) = g[(a +b-i)-(c+d -ij) = g(z) - g(t), ezért a g egy multiplikativ leképezés. O

1 0y, . . 0 1 . r
) ésgli)=g(0+1-1) = (_a D) alkotja M>(RR) algebra

Ag)=g(1+0-D)=(,

természetes bazisat.

Haz = a+b -i € C_ akkor kdnnyen belathato, hogy g(z) = gla —b -i) = (af_tb _ﬂb)

15. Kovetkezmény:
Az M3 (IR) egy 2-dimenziés kommutativ, asszociativ, neutralis elemes részalgebrat alkot az
M, () 4-dimenzios teljes matrixalgebraban.

Megjegyezziik, hogy 14. tétel és annak 15. kovetkezménye egyiitt egy 0j bizonyitasat adjak az
1. tételnek.

A 14. tétel alapjan azonnal adodik a kdvetkezd allitas:
16. Kovetkezmény:

Ag':C, M (R),atb-i| © b egy algebra-monomorfizmus.
—a-b a

17. Tétel:

_ . _ a b
Haz=a+b-i € C,, akkor N[E)—det{_ﬂ_b ﬂ}
Bizonyitas:
a AN _ 2 2 _ N —
det{ }—ET, —(—a-b)-b=a"4+a-b"=N(a+b-i)=N(z).0
—a-b a
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2. Az altalanositott kvaterniok

Definici6:

Az éltalanositott komplex szamok C_ 2-dimenzids, kommutativ és asszociativ algebrajabol
kiindulva a ©_ x C_ :={(z,,2,): z,,z, € C_} direktszorzatban értelmezziink miiveleteket a
kovetkezé modon:

(11) skalarral valo szorzas: r - (zy,2,) :=(r-z,,7 - 2,),
(12) osszeadas: (zy,z,) + (wy,wy) :=(z; + wy,z, + wy),
(13) SZOrzas: (zy,2,) - (wy,wy) i=(z,-wy — B -2z, W,, 2, - w, +2, W),

ahol r € R, (z,,z,),(w,, w,) € C, X C_ tetszOlegesek, tovabba f € R egy rogzitett valos
paraméter!

Lathato, hogy (11) és (12) természetes értelmezése mellett (13) a Cayley-Dickson-féle
megkettdzési eljaras egy természetes altalanositasa.

Az 1. tétel mintdjara, azzal analdog moddon kozvetlen, bar hosszadalmas szdmoléssal
igazolhatjuk a kovetkezd tétel érvényességét:

18. Tétel:
A T, x T, direktszorzat a (11), (12) és (13) miveletekkel egy 4-dimenzids, nem
kommutativ, de asszociativ és neutralis elemes algebrat alkot az R test felett.

Ebben a struktiraban az Osszeadas neutralis eleme (0,0) =(0+0-1,0+ 0-i), a szorzas
neutralis eleme (1,0)=(140-i, 0+ 0-i). Ezen algebraban, mint egy R feletti 4-
dimenzids vektortérben természetes bazist alkot az

(1,0)=(14+0-i,04+0-1), (i,0)=(0+1-i,0+0-i),
j:=(0,1)=(0+0-i,1+0-i),(0,i)=(0+0-4,0+1-1i)
rendszer az 1. tétel utan tett jelolésekkel 6sszhangban.

19. Tétel:
AT:={(z,,0):z; € C} © C_ X C, halmaz zart a (11), (12) és a (13) miiveletekre nézve.

Bizonyités:

Ha r&eRés (z,,0)€T, akkor a (11) szerint r-(z,,0)= (r-z,,0)€ T.Ha most
(z,,0),(w,,0) € T, akkor (12), valamint (13) szerint (z,,0) 4+ (w,,0) = (z, + w;,0) €T és
(2,,0) - (wy,0) = (z;-w,,0) €T is teljesiil. O

AT struktura tehat részalgebrat alkot a C, * T, algebraban a 19. tétel miatt.
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20. Tétel:
Az F:CT_, — T,z, = (z,,0) leképezés egy algebra-izomorfizmus.

Bizonyitas:

Az F egy bijektiv leképezés, hiszen F ~tis egy leképezés. Az F egy homogén leképezés: ha az
reRés (z,,0) €T, akkor F(r-z,) = (r-z,,0) =r-(z,,0) =r-F(z,). Az F egy additiv
leképezés: ha (z,,0),(w,;,0) €T, akkor F(z, +w,) = (z;+ w,,0) = (z,,0) + (w,,0) =
= F(z,) + F(w,). Végill F egy multiplikativ leképezés is: ha (z,,0),(w,,0) € T, akkor
F(zy-wy) =(z;-w,,0) = (2,,0) - (wy,0) = F(z,) F(w,).O

Az F izomorfizmust alkalmazva cseréljiik ki a T © C_ x T részstrukturat a C_ struktirara,
aminek eredményeként a tovabbiakban a (z,,0) elempar azonosithat6 a z; € C_elemmel.

21. Kovetkezmény:
AzF*:C,—= C, X C,,z; — (z,,0) leképzés egy algebra-monomorfizmus, amellyel a C,
beleagyazhato a ©_, X C_ algebraba.

Definici6:

A beagyazas eredményeként nyert struktirat a H,z szimbolummal jeldljiik €s dltaldnositott

kvaternioalgebranak nevezziik. Néhany specialis H g struktarat emlitiink az alabbiakban:
Ha (a, ) = (1,1), akkor a H klasszikus Hamilton-féle kvaterniok algebrajahoz juthatunk el.
Ha (e, 8) = (1,—1), akkor a H split kvaterniék algebrajat nyerjiik.

Ha (e, ) = (1,0), akkor kapjuk a H™ szemi kvaterniok algebrajat.

Ha (e, 8) = (—1,0), akkor a H split szemi kvaterniok algebrajat nyerhetjiik.

Ha (e, 8) = (0,0), akkor kaphatjuk a H kvdzi kvaternick algebrajat.

E struktardk algebrai tulajdonsigait vizsgalja Rosenfeld (1997) monografiaja, tovabba
idecsatlakozik Jafari-Yayli (2015) és Jafari (2016) tanulmanya is.

22. Tétel:
Aj=1(0,1) € H,p elemre érvényesek a kovetkezd Osszfliggések:

(@) j*=-8,

(b) (0.z;) =z;-j,

(c) minden (zy,z,) € H,p felirhaté z, +z, - j alakban.

Bizonyitas:
A (13) felhasznalasaval j* =(0,1)-(0,1)=(0-0—£f-1-1,0-1+1-0) =(—f-1,0),
ami az F'leképezés alkalmazisdval azonosithaté a —f -1elemmel, amely viszont az
ftleképezés felhasznilasaval a —f € R elemmel azonosithato.
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A (12), (13) és a b) alapjan (z,,z,) = (z,,0) + (0, z,),amely elem viszont azonosithat6 az
F ~*leképezés alapjan a z, + z, - j € H,5 elemmel. o

A c¢) pontban talalhat6 eldallitast az altalanositott kvaternid komplex algebrai alakjanak
nevezzik.

A (11), (12), (13), valamint a 22. tétel c) pontja alapjan az altaldnositott kvaterniok komplex
algebrai alakjaval az alabbi szdmolasi szabalyok szerint szamolhatunk:

23. Tétel:
Har € Rz, + z,-j,w, +w, - j € H,g tetszéleges elemek, akkor
(14) re(zytzy )=0r-z)+ (r-z,)-J,
(15) (zytzp-J) +(wy +wy ) =(zg +wy) + (25 +wy) - 7,
(16) (zy+zp-j)-(wy +wy - j) = (2w — Bz W) + (2 wy +2,- W)
A 22. tétel a) része alapjan a (16) Osszefliggés a kovetkez6é forméba irhato at:

(17) (zy+ 25 ) - (wy +wy - j) = (2 wy + %25 W,) + (2w, + 2, W)
Ez alapjan az altalanos kvaternidkkal is ugy dolgozhatunk, mint valéds kéttagu kifejezésekkel.

24. Kovetkezmény:
Haw, € C_ , akkor érvényes a j - w; = W - j Osszefliggés.

Bizonyités:

A (16), illetve (17) Osszefiiggésbdl a z; =0, z, = 1,w, € T, w, = 0 specialis értékadassal
kozvetleniil adodik az allitas. o

25. Kovetkezmény:
jri=—i-j
Bizonyités:

A 24. kovetkezménybdl a w, = 0+ 1 - i specialis értékadassal w; = 0 — 1-i miatt azonnal
kovetkezik az allités. O

26. Tétel:
Ha zy=a+b-i,z;=c+d-i€EC, é q=2z,+z,-jEH_, , akkor a g altalanositott
kvaternio felirhato g =a+b-i+c-j+ d-i-jalakban.
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Bizonyitas:
A 22. tétel b) pontja a z, =0+ 1-i =iértékadassal (0,i) =i-j alakot olti. Ekkor
q = = (21,22) = [:erﬂ) + (ﬂrzj:] = [(ﬂ?b):ﬂ) + (_0: (C, d)) = (_(ﬂ?ﬂj + (ﬂrbj:ﬂ) +
+(0,(c,0)+ (0,d)) = ((a,0),0) + ((0,b),0) + (0,(c,0)) + (0,(0,d)) =a- (1,0) +
+b(i,0)+c-(0,1)+d(0,i)=a-1+b-it+c-j+d-i-J

Adodik az iménti észrevétel, a j elem értelmezése és az F~' leképezés felhasznalasaval.
Végiil az a - 1 tag az f ! felhasznal4s4val azonosithat6 az a € R elemmel. O

Legyen k := i- j, amelynek alapjan tehat minden g € H ,z a fentiek alapjan felirhato
(18) g=a+b-i+c-j+d-k alakban.
Definicio:
A q e H,p (18) elballitast az altalanositott kvaternid valds algebrai alakjanak hivjuk, az

1,i,j, k € H,; elemeket pedig dltalanositott kvaternidegységeknek nevezzik.

Megjegyezziik, hogy a 16. tétel bizonyitdsa utdn emlitett, ©, X C_ struktira bazisanak 4
eleme rendre megfeleltethetdek az altalanositott kvaternidegységeknek az F~*, illetve az
1 leképezések segitségével.

A kvatei;i;z[;i:égek szorzasi Cayley-féle muiveleti tdblazata a kdvetkezd alaku:
1 i j k
1 1 i J k
i i —a k —a-j
j i —k - B-i
k k a-j —B-i| —a-B

Bizonyités:

1=(1,0)€EH,; a struktira szorzasi neutralis eleme, ezért ¢érvényesek az
1-1=1,1-i==i-1=§1-j=j-1=jés1-k=k-1= k0Osszefliggések.

A 6. tétel a) pontja szerint i - i = —a, a 22. tétel a) pontja szerint pedig j-j = —f.

A 25. kovetkezmény alapjan
k-k=(-j)-(i-p=i-G-i)-j=i-(—i-j)-j=—(-i) -G J)=—(—a) (-F)=

=—a-p teljesiil.
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Szintén a 25. kovetkezmény szerint adodik i-j =k és j-i = —i - j = —k . Ervényesek még
az
irk=i-(i-j)=0{-0)-j=(—a)-j=—a-j €s k-i=(i-j))-i=i-(j-i)=

=i-(—i-j)=—(i-i)-j=—(—a)-j=a-j,valaminta

jrk=j-(i-N=0G-D-j=(i-)-j=0D)-G-N=0-0D-(-f=F-i ¢
k-j=(i-j)-j=i-(j-j)=1i-(—B)=—F -i0sszefiiggések, amivel az allitast igazoltuk. O

A 23. tétel (14), (15) és (16) Osszefiiggéseit, valamint a 26. tételt és a (18) eldallitast
felhasznalva adddnak a valos algebrai alakkal valé szdmolas szabalyai:

28. tétel:
Ha rE]P&,zl=a—l—b-i,z::c-l-d-i,wl=a'+b'-i,w: =cH+d-1eEC
q=zl++z:-j,q'=wl+w:-jE]HIﬁ,E,akkor

és

(4

(19) skalarral valo szorzas:
r-g=r-(at+b-i+c-j+d-k)=(-a)+(r-b)i+(r-c)j+(r-d)k
(20) Osszeadas:

g+q =(a+b-itc-j+d-k)+(a+b-i+c-j+d- k)=
=(a+a)+(b+b)i+(c+c) j+(d+d) k
(21) SZOrzAs:

gq=(a+b-i+c-j+d-k)-(a+b-i+c-j+d k)=
=(a-a—a-bb—f-cc—a-f-d-d)+
+(ab+b-a+pf-c-d—f-d-c)-i+
+(a-c —a-b-d+c-a+a-d-b)j+
+(a-d +b-c—c-b+d-a) k.

Definicio:

A q=z,+z;jEH, konugdltjan a q:=2Z; —z,'j€H, Aaltalanositott kvaterniot

értjiik.

Haz,=a+b-i, z;,=c+d-i€C,,akkorg =a—b-i—c-j—d- -k €H,.

Egyszerli szamoléassal lathatjuk be, hogy konjugalt képzésére teljesiilnek az aldbbi
Osszefliggések:

29. Tétel:
Hare R qg=2z,+z;°j,g =w, +w,jE H,p tetsz6leges elemek, akkor
(@ g=gq involutiv,
b)yrg=r-q homogeén,

C©g+g =§+q  additiv,
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dgqg=q-7 anti-multiplikativ.
30. Tétel:

Hag =z, +z,jEH,p,zy=a+b-i,z,=c+d-i €T, akkor
qg-g=g-q=z,5,+B z, -, =a*+ta-b*+f-c*+a-f-d* €ER
Bizonyitas:

q-q= (zl—l—z: }) : (z_l_zj J':] = [21'3_1_18'22 : (_Z:))+ [21' [—z:] -|—z:-z=1)-j=
=(zy 51+ Bz 5)+(—z 2,4z, 2,) =z, 5, +f2,-2,) + 0

, tovabba analog szamolassal §-q = (z,-Z; +f - z,-Z,) +0-j is adodik, amely az F~!

felhasznalasaval azonosithaté a z, -Z; + B - z, - Z; € T, elemmel. Ekkor

zy 5+ Bz m=(a+b i) (a—b-D)+B-(c+d-i)-(c—d-i)=((a’*+a-b}) +
+(—a-b+b-a) i)+B-((c*+a-d*)+(—c-d+d-c)-i) =((a®* +a-b?) +
4B (*+a-d))+0-i=(a*+a-b*+f-c*+a-f-d*)+0-i

amely viszont az f‘alkalmazasaval azonosithato az a* + a-b*+f-c*+a-f-d* €ER
szammal. O

Definicio:
A q € H,, altaldnositott kvaternio normdjan a N(g) := q - § € R valos szamot értjiik.

31. Tétel:
Hag.q € H,p ,akkor N(g-q )= N(q)-N(q).

Bizonyitas:
Az R, C, és H,g struktirak algebrai tulajdonségai, tovabba a 29. tétel d) pontja szerint:
N(g-q)=1(q-9) (a-a)=(a-9)-(a-ad)=q-(a-qa)-a=q-N(g)-g=
=N(g)-g-g=N(g)-N(g)=N(g) N(g).o

32. Tétel:
A q € H,p elem invertalhato akkor és csakis akkor, ha N(g) # 0.

Bizonyitas:

Ha N(g) # 0, akkor ¢ ~* =-;Tq_q}E H,z, mert g-q ' =gq '-q =1 teljesiil. Ha N(g) =0,

akkor g -g =g -q = N(g) = 0,igy aq € H_g elem zérusoszto, igy nem invertalhat6. o
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33. Tétel:
Ha p,q € H,z invertilhato elemek, akkor p-q €H,; elem is invertilhato és

(p-q)t=qt-p1

Bizonyitas:
A 32. tétel szerint N(p) # 0 és N(q) # 0, igy a 31. tétel alapjan N(p- q) # 0 teljesiil, ezért

ismét a 32. tétel miatt p - q € H,p is invertalhato. Ekkor a 29. tétel (d) pontja, a 31. tétel és a
32. tétel felhasznalasaval

Prq __@P _ 4@ P _ .y
(p-q9) N(@)-N@) N(@ N@) | P -

(o)™ =~

Definicio:

A g =a+b-i+c-j+d-k,q'=a'+b'-i+c'-j+d'-kE]HIﬁE elempar  skalaris
szorzatnalg.q Y:=a-a +a-b-b +B-c-c +a-f-d-d € R valds szamot értjik.
Egyszerl kdzvetlen szamolassal igazolhatjuk a kovetkezo allitas helyességét:

34. Tétel:
A B:H_pXxH_ —R,(gq,q9)—{qq) egy szimmetrikus, bilinearis leképezés: tetszOleges
reR qq.q € H,g esetén:

@) (g.9) = {(g.q) kommutativ,

(b) (r-q.q)={qr-q)=r-{g.q) homogén,

() {g+q.9y=1{q.9 )+ {g.q ) disztributiv az sszeadasra nézve.
Megjegyezziik, hogy a skalaris szorzat altalaban egy indefinit bilinearis leképezés, amely csak
az a = 1,5 = 1 esetben, a Hamilton-féle H kvaternioknal pozitiv definit.

Lathato, hogy egyaltalanositott kvaternid normaja a skalaris szorzatbdl szarmaztathato, hiszen
ha g € H,,p, akkor a norma és a skaldris szorzat értelmezése miatt N(gq) = (q, g} teljesiil.

Legyen M,(R)az R valos test feletti negyedrendii négyzetes matrixok 16-dimenzids teljes
matrixalgebrdja! Egy tetszlleges g =a-1+b-i+c-j+d-ke€H,, Aaltalanositott
kvaterniohoz rendeljiik hozza azt az 4 € M, (&) matrixot, amelyre

1-
i-

q 1
q i
iq i
22
(22) q

k

teljestl. A H, g struktira miveleteinek algebrai tulajdonsagait felhasznalva adodnak az
1'g=1-(a+b-i+c-j+d-k)=a+b-i+c-j+d-k,
irgq=i-(a+b-it+c-jt+td-k)=—a-bta-i—a-d-j+c-k,

jra=j-(a+b-itc-j+d-k)=—B-c+B-d-i+a-j—b-k,

84



I;{ E }I 17" INTERNATIONAL CONFERENCE ON APPLICATION \K\L

2] OF NATURAL-, TECHNOLOGICAL- AND ECONOMIC SCIENCES e ON
t S

\a L
o £
¥, #
&.,‘ e

k-gq=k-(at+b-itc-jt+td k)=—a-f-d—B-c-ita-b-jta-k

Osszefiiggések. Ezért

el b € d
. —a-bh a —a-d ¢
A= —B-¢c B-d a  —b € M,(R),

(23) aBd Bc ab a

(Kaluzsnyin, 1979). Jelolje az ilyen specialis alaki matrixok halmazat a

tovabbiakban ME (R).

Haz,=a+b-i, z,=c+d-i€ C_,akkor vegyiik észre, hogy

fe=(_ 2, Drea=(_5, Demre=(F0 59

c

f(z) = (af_t b _ﬂb), ezértaz A = ( [—;{](z})(f.] ){((‘zji) alakban is felirhato.

35. Tétel:
Az M3 (IR) alakti matrixok részalgebrat alkotnak az M, (R) teljes matrixalgebraban.

Bizonyités:

Ha r € R, A, B € M{(R), akkor egyszerii szamolassal belathatjuk, hogy r-4,4 + B,
A-B € ME(R) teljesiil. fgy ME(R)valoéban egy részalgebrat alkot az M,(R) teljes
matrixalgebraban. o

36. Tétel:
A G:H,p — M (R),

a b c d
. . —ab a —a-d c
a+b-i+c-j+d-k — —B-c B-d I
—a-B-d —f-c a-b a
egy algebra-izomorfizmus.
Bizonyitas:
A G egy bijektiv leképezés, hiszen 6! is leképezés. Ha re R,g=a+ b -i+c-j+
+d-k, qg'=a" +b'-i+c'-j+d - -keEH,, , akkor egyszerii kozvetlen szimolassal
belathatjuk, hogy G(r-gq)=r-G(g), igy G egy homogén leképezés,
Glg+q')= G(g) +G(g"), vagyis G egy additiv leképezés, G(qg-q') = G(q) - G(q'). ezért G
multiplikativ leképezés is, tehat G egy algebra-izomorfizmus. o

A G(1),G6(i), G(j), G(k) € MF(R) matrixok ezen algebra egy természetes bazisat alkotjak.
Részletezve e matrixok az alabbi alaktak:
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1 00 0
G(1)=G(1+0-i+0-j+0-k) = g 3 ? g
00 0 1
0 1 0 0

G =6(0+1-i+0-j+0-k)=| " ﬂf' ﬂﬂ —01)’
00 a O

00 1 0

G()=GO+0-i+1-j+0-k) = _g % g 3)
0 —f 0 0

0 0 0 1

GUk)=(0+0-i+0-j+1-k)={ o ”ﬁ . u['
—a-f 0 0 0

37. Kovetkezmény:

Az MP(R) egy 4-dimenzids, nem kommutativ, asszociativ, neutrdlis elemes részalgebrat
alkot a 16-dimenzios M, (IE) teljes matrixalgebraban.

A 36. tétel és 37. kovetkezménye egyiitt egy 0j bizonyitdsat szolgaltatjdk a 18. tételnek,
tovabba adodik az alabbi:

38. Kovetkezmény:
a b c d

. . . —a-b —a-d

AG:IHI“E—>M4(IR;),a+b-r+c-j+d-k-—> —,B-ac E'd z _E
—a-f-d —f-¢c a-b a

egy algebra-monomorfizmus.

Bizonyitas:

A 36. tétel alapjan azonnal adddik az allitas. o

39. Tétel:
Hag=a+b-i+c-j+d-ke€H, akkor
a b c d
N g =det| _goP g Tod s
—a-f-d B¢ a-b a

Bizonyitas:

Fejtsiik ki az allitasban szerepld negyedrendii determinéanst az els6 sora szerint, s hatarozzuk
meg a kifejtés soran keletkezett négy harmadrendii determindns értékét a Sarrus-szabaly
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amely a 28. tétel szerint N(g), s a kiemelés utin visszamarado négy tag Osszege szintén
éppen N(g),a determinans értéke tehat N*(q).o

Minden a,f € R esetén a H,p struktira Osszeadasa és skalarral valo szorzasa (11), (12),

illetve (19), (20) szerint azonos, az 0sszeg ¢s skalarszoros fliggetlen az e, f € R paraméterek
megvalasztasatol. A H g struktirdk kozott eltérés a szorzasban van, amelyet (13), illetve (21)
szerint az a, § € R paraméterpar hataroz meg. A szorzasi miiveletet viszont a disztributivitas
miatt egyértelmiien meghatdrozza az altalanositott kvaternidegységek 27. tételben szerepld
Cayley-féle miiveleti tablazata.

Vizsgaljuk meg a T: H,p = Hyp,a+b-itcj+d-k—a+c-i+b-j+d-k leképzést,
amely i és j szerepét felcseréld transzpozicios leképezés, tovabba egy elemhez a konjugaltjat
rendelé k:H g > H p,a+b-i+c-j+d-k—=a—b-i—c-j—d-kleképezést!

Az altalanositott kvaterni6 egységek 27. tételben szerepld miiveleti tablazata a T leképezés
hatasara i = j szerepcseréjével a kdvetkezd uj alakot olti:

1 i J k
1 1 i Jj k
i i —B —k B-j
J J k —a —a-i
k k a-i | —a-f
—B-Jj

Az éltalanositott kvaterni6 egységek szorzotabldja a k konjugalt leképezés hatasa a kovetkezo
1j format olti:

1 i ] k
1 1 i J k
i i —a —k a-j
j j k -8 | —B-i
k k —a-j B-i —a-f

E két tablazat felhasznalasaval egyszeri kozvetlen szamolassal igazolhat6 a kovetkezo allitas:

40. Tétel:
A 1 és a k leképezések mindketten algebra-izomorfizmusok.

Bizonyitas:

A T és K is bijektiv leképezések, mert T~ és k™! egyarant leképzések.
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Har e R, q,q"' € H,g tetszOleges elemek, akkor
t(r-q) =r-t(glt(qg+q')=1(q) + +1(q').7(qg-q') =(q)-7(q') és

k(r-q) =r-x(g).x(g+q") =x(q) +x(q").x(q-q") == x(q) -x(q"), igy mindkét
leképzés valoban algebra-izomorfizmus. O

Keszitsiik most el a H,,; mintajara a g, egységeinek szorzotablajat az a €s § szerepének
felcserélésével!

1 i i k
1 1 i Jj k
i i -5 k —B-Jj
J J —k —u a - i
k k B-j —a i —a-f

41. Tétel:
A H,p algebraizomorf a Hp,, algebraval.

Bizonyitas:
Elészor a T, majd ezutan a x izomorfizmusok x =t algebra-izomorfizmus kompozicioja a

H,z egységeinek szorzotablajat éppen a Hpg, egységeinek szorzotablajaba viszi, amely az

elsd struktiranak a masodik struktaraval valé izomorfidjat bizonyitja. O

Legyen E:={—1,0,1} c Z. Az 5. tétel szerint €, harom alaptipusanal a« € E teljesiil. Ha

most f§ € E, akkor azonnal lathaté, hogy a -8 € E is teljesiil. Ekkor a 27. tétel

felhasznalasaval konnyen adodik, hogy ekkor a kvaternio egységek négyzeteire
t=1,i" == —a,j* = —f,k* =—a-f miatt 12i% j° k> € E adodik. Ekkor tehat a

kvaternié egységek szerepe szimmetrikus.

Definicio:

A H,p altalanositott kvaternidalgebrat szimmetrikusnak nevezziik, ha fenndll rd az
a, § € E Osszefiiggés.

Az igy addédé 9 szimmetrikus altalanositott kvaternidalgebrat az (a,8) értékeinek
megfelelden a kdvetkezd tablazatba rendezhet;jiik:

(1,1) (1,—-1) (1,0)
(0,1) (0,—1) (0,0)
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A 41. tétel alapjan a tablazat féatlojara szimmetrikusan helyezkednek el az izomorf struktara
parok, igy a paronként nem izomorf algebrak ezek koziil pl. a felsé triangularis részben
talalhatok:

(1,1) (1,—1) (1,0)
(-1,-1) [ (-10)
(0,0)

Ezen 6 struktira kozil 5 ismert: az els6 sor €s harmadik oszlopban szerepld, 22. tétel elott
emlitett H, ', ', H", H" strukturak (Rosenfeld, 1997).

Az (a,f) = (—1,—1) paraméterekkel rendelkez$ 6. 1j H g altaldnositott kvaternidalgebrat
az alabbiakkal jellemezhetjiik:

A (18) Osszefiiggésben szerepld a +b-i+c-j+ d-kalakd Aaltalanositott kvaterniok
algebrajaban skalarral szorozni a (19), 6sszeadni a (20) szerint komponensenként kell.

A kvaternidegységek szorzotablaja a 27. tétel alapjan az a@ = f = —1 helyettesitéssel:
1 i J
1 1 i J
i i 1 k J
j ] —
—k
k k —Jj i
-1
A szorzas ekkor a (21) képletbdl nyerheté az ottani jelolésekkel szintén az a = f = —1
helyettesitéssel:

g-q=(a+b-itc-jt+d-k)-(a" +b -i+c'-j+d k)=
=(a-a"+b-b"+c-c'—d-d)+(a-b'+b-a"—c-d +d-c")-i+
+la-c'"+b-d +c-a' —d-b)-j+(a-d"+b-c"—c-b'+d-a') k.

Esetiinkben az altalanositott kvaterniok normajat a 30. tétel alapjan & = = —1 miatt a
N(q) =q-q=a> —b* —c* + d* képlettel hatarozhatjuk meg.

Ezt altalanositva két elem skalaris szorzatat az altalanos definiciobdl & = f = —1 szerint a
{g.q'y=a-a"—b-b"—c-c"+d-d 5sszefiiggéssel szamithatjuk ki.

Végiil ebben a struktiraban szerepld altalanositott kvaterniokat a

a b c d
b a d ¢
e —d a —b
—d ¢ —-b a

€ M,(R)
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alakt matrixok reprezentaljak.
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