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A matematikai fogalmak, moédszerek
fejlesztésének hossza utja

Pintér Marianna

Eétvés Lordnd Tudomdnyegyetem Tanito- és Ovoképz6 Kar, Matematika Tanszék

Absztrakt

Magyarorszagon a matematikatanitas spirdlisan épiil fel, az egyes matematikai tar-
talmak vissza-visszatérnek a kozoktatds folyamén. A tizenkét (esetenként tizenhd-
rom) tanév soran egy adott tartalomhoz kapcsol6do fogalmak kore béviil, a fogalmak
egyre precizebbek lesznek, kialakul a definiciénak az adott absztrakciés szinthez il-
leszkedd szabatossagi foka. A fogalmak terjedelmének és mélységének béviilésével
a hasznalt eljardsok kore is szélesedik. A hosszu ut soran a tartalmakat osszefiiggd
fogalomépitési folyamatként kezeljik, a spiralitas elvének megfelel6en id6érél-idére
egyre magasabb szinten érintiink egy-egy fogalmat. Ellenkez6 esetben a spiralitas
nem segiti a matematikai fogalmak épiilését, a fogalomcsirak kiilonalléak maradnak.
Attekintésemben egy-egy konkrét matematikai tartalmon keresztiil mintakat muta-
tok a hosszt it médszerére.

Kulcsszavak: matematikai gondolkodas, hosszu ut, kisgyermekkor, dltalanos iskola,
kozépiskola, cselekvésen alapul6 koncepcidalakitas

Bevezetés

Pélyafutasom soran tobb kiilonb6zd kornyezetben taldlkoztam a hosszu ut
modszerének gondolataval. Egyrészt témavezetém Dedk Ervin (Dedk, 1985,
1991), mésrészt mentoraim Vésdrhelyi Eva (Vasarhelyi, 2006) és C. Neményi
Eszter (C. Neményi, 2002) hivta fel figyelmemet a fogalomépités folyamatos-
saganak fontossagara.

Az emberek nagy tobbsége nem gondolja, hogy egy-egy mondat meg-
fogalmazasanak hatdsa van a gyermek matematikai gondolkoddsanak fej-
16désére. A matematika sz6 hallatan leggyakrabban a matematika drak el-
szenvedése, megoldhatatlan feladatokon valé gyotrédés, kodos definicidk, és
felfoghatatlan tételek ,bebifldzdsa” jut az esziikbe. Ugy gondoljak, hogy ezzel
a rettenetes targgyal az iskoldban volt dolguk, kés6bb nem is kell taldlkoz-
niuk vele, nem hasznaljak a matematika 6ran tanultakat semmire. Esziikbe
sem jut, hogy a matematikai gondolkoddast megalapozé értelmi muveletek, a
megismerd kognitiv funkcidk — megfigyelés, érzékelés, észlelés, emlékezés,
képzelet, gondolkodas — fejlédése sziiletésiinkkor kezdédik, és ezek formala-
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saban, fejlesztésében milyen 6ridsi szerepe lehet(ne) a matematikai nevelés-
nek, matematikai tevékenységeknek.

Ebben az irdsban az ismeretszerzés megfelel6 moddjai koziil valasztok
egyet, a hosszui 1t modszerét, konkrét példakon mutatom be azokat a f6bb
allomasokat, amelyeken at az ut vezet.

Szamos tanuldspszicholdgiai érv szol a hosszu Gt mddszere mellett (pél-
ddul Piaget, 1999, 2004; Rimat, 1925; Vigotszkij, 2000). Rimat kutatasi ko-
vetkeztetését Vigotszkij (2000) igy idézi: ,.... A szemlélteté momentumoktdl
elszakitott fogalmakban val6 gondolkodas olyan kovetelményeket tamaszt a
gyerekkel szemben, amelyek tizenkét éves kora el6tt pszicholdgiai lehet6sé-
geit tulhaladjak” (Vigotszkij, 2000). A matematika tanulés szubjektiv feltéte-
lei (érzelmi és értelmi érettség) minden egészséges gyermekben kialakulnak.
Rendelkeznek azokkal a tulajdonsagokkal, képességekkel, amire egy mate-
matikaval foglalkozé személynek alapvetéen sziiksége van. A targy-, tér-,
mozgas- és idGérzékelés csirdja mar lényegesen korabban, tulajdonképpen
az anyaméhben kialakul. A beszéddel a szimbolikus gondolkodds is megin-
dul. Ezzel egy idében megjelenik az informdciogyiijtés és a felfedezés igénye
(fiokokban, szekrényekben kutat6 tendencia), a rdfigyelés, a tartds vizsgdlo-
dds, illetve a pontos megnevezés igénye (Mi ez?) (Kis, 2001 ).

Megfelel6 neveldi munka sziikséges ahhoz, hogy a gyermek gondolati te-
vékenysége — az el6zetes gondos megfigyelés és pontos megdllapitdsok, a ta-
pasztalatokkal torténd dsszevetés, targyak, személyek tulajdonsagainak 0sz-
szehasonlitasa, megkiilonboztetése, és a 1ényegesek kiemelése — mar évodas
korban jél fejlédjon.

Az iskolaba lépéskor azonban még hianyzik a tudatos tapasztalatszerzés,
a megfeleld modon szerzett és feldolgozott ismeret.

A hosszu ut folyaman a személyes, cselekvé tapasztalatszerzésbol kell ki-
induljon a tanulds. A megfelel6 eszkozokkel végzett tevékenységnek kettds
szerepe van, egyrészt a kiilonféle helyzetekben megtapasztalt konkrét tények
és a koztiik levé sokszin( viszonylatok kozos 1ényegébdl bels6vé valnak (in-
teriorizalédnak) a fogalmak. Masrészt a tevékenység soran kiils6 képsorként
megjelend problémamegoldasi folyamat belsévé, gondolkodasi folyamatta
valik. A hosszu at folyaman az egyik legfontosabb szempont tehat a gyer-
mek életkori sajatossagainak szem el6tt tartasa, irja C. Neményi Eszter Varga
Tamads halalanak 25. évforduléjara irt cikkében (C. Neményi, 2013, p. 133).
»Az agykutatas eredményei alatamasztjak, hogy gyerekkorban csak az észle-
leteket képes mozgositani az ember, csak a képeket, eljatszott torténéseket
képes felhasznalni gondolkodasaban, s nem a hozza kapcsol6dé szavak, nem
a réluk szdél6 mondatok mobilizalédnak. .... A verbdlis vagy irott jelekhez
el6szor képeket, atélt élményeket kell el6hivnia 6-12 éves koraban, hogy az-
zal kezdhessen valamit. Ha hidnyzik a kép, akkor a sz6 nem lesz valé semmi
értelmi tevékenységre. (1. abra)” (C. Neményi, 2018)
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1. dbra

A beszéd és a gondolat kézotti kapcsolat 12 éves kor alatt
Forrds: C. Neményi Eszter (2018)
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Osszegezve: a hosszt tit minden lépése cselekvéseken, tevékenységen alapu-
16 tapasztalatszerzést, fogalomépiilést tesz lehetévé.

A hosszu ut bemutatasa példakon keresztiil
Elsé példa: A halmazelméleti fogalmak fejlédése

Az ovodds kor elbtt

A kisgyermek sziiletése pillanatatél megkiilonbozteti, szétvalasztja a szama-
ra fontos, 6t koriilvevé dolgokat, ételeket, ruhdkat, targyakat, személyeket.
Mar a beszéd megkezdése el6tt vilagosan sziilei tudtara adja:

— mely ételeket szereti — nem szereti,

— melyik ruhat akarja felvenni — melyek azok, amelyekrdl hallani sem akar,

— kik azok, akik éppen 6lbe vehetik, kommunikéalhatnak vele — kik azok,
akik nem részesiilnek ebben a kegyben,

— melyik jatékkal szeretne jatszani — melyik az, amelyik széba sem johet,

— melyik mesét szeretné hallani stb.

Vagyis az egy — sajdt — szempont szerint kétfelé valasztas igénye, tuddsa ve-
liink sziiletett képesség.

Ovodds korban

A szeretem — nem szeretem, tetszik — nem tetszik, illetve tovabbi szubjektiv
szempontok mellett, nagyjabol haroméves kor koriill megjelennek az objektiv
szempontok is. Példdul a szinek tanuldsa soran megkezdik az ugyanolyan szind
relicié mentén az egy szempont szerint tobb felé valogatast, azaz konkrét targyi
tevékenységgel megjelenik az osztdlyozds kezdete. A gyermek gyongyok, gom-
bok, jatékok, targyak spontan valogatdsa soran, minden tulajdonsagot (anyag,
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méret, funkci6 stb.) figyelmen kiviil hagy. Arra az egyre koncentral, ami az adott
pillanatban szamdra fontos: a szinre. Mig ezt teszi a korabban emlitett agyi te-
vékenységek — rdfigyelés, tartos vizsgdlodds, gondos ,.elemzés” és pontos megdlla-
pitdsok, kordbbi tapasztalatokkal torténd osszevetés, az sszehasonlitds, megkii-
16nboztetés, a 1ényeges tulajdonsagok kiemelése — mindegyike elkezd fejlédni,
mukodik. Megkezdddik a cimkézés is, piros, kék, sarga stb.

A spontan valogatasok mellett megjelennek az évopedagogus dltal meg-
adott szempont szerinti valogatasok is, adott szempont szerint tobbfelé, ké-
s6bb kétfelé. Valogatas aszerint, hogy kikre, mikre igaz, kikre, mikre nem
igaz a mondott tulajdonsag. Vagy példaul egy az allatok megismerése célja-
bdl tervezett foglalkozas alatt valogathatjak az allatokat

— tobb felé: kiiltakardja alapjan (sz6r, pikkely, toll, ...), szaporoddsa alapjan
(eleven sziil6, tojast rak, ...), természetes él6helye alapjan (vizben él, sza-
razfoldon él, ...), illetve

— vélogathatjak két felé: testét sz6r boritja vagy nem, eleven sziilé vagy
nem, tud a vizben lélegezni vagy nem stb.

Az elemek kozds tulajdonsagan kiviil fontossa valik az is, hogy az adott cso-
portba hany elem tartozik, a csoport szimossaga a darabszam-érzet fejlédé-
se felé nyitja az utat (az ugyanannyi relacié mentén).

Az alsé tagozaton

A halmaz-logika témakor egyik kozponti fogalmat az allitasok (itéletek) jelentik.
Konkrét dolgokkal — példaul logikai készlet néhany elemével — végzett tapasz-
talds-sorozatokon keresztiil fejlesztjiik az allitasok megfogalmazasat, az llitasok
igazsag értékének meghatdrozasat és az elemek halmazokba rendezését. A fo-
lyamat hiarom 6 egymasra épiil6 tevékenységkore: konkrét dolgokra vonatkozd
elemi dllitasok megfogalmazdsa; konkrét dolgokra, személyekre vonatkoz¢ alli-
tas logikai értékének meghatdrozésa (igaz, nem igaz), majd halmazok alkotasa
adott szempont szerint, illetve hibas halmazok javitdsa. Néhany tevékenység, a
halmazszemlélet alapozasara, az el6z6 1épések mentén csoportositva.

A. Konkrét dolgokra vonatkozé elemi allitasok kimonddsa
Masodik évfolyamon példaul:

— A gyermek adott személyrdl, dologrdl fogalmaz meg igaz, illetve nem
igaz allitasokat.

— Alogikai készlet egy lapjanak felmutatdsakor, megfogalmaz igaz allitaso-
kat, ezzel az elemet jellemzi. (Milyen tulajdonsiga van még?)

B. Allitdsok logikai értékének megitélését gyakoroltatd tevékenységek lehetnek:

— Vilogatast végez a gyermek aszerint, hogy mely lapokra igaz, melyekre
nem igaz a mondott tulajdonsag. Ennek jé eszkoze a barkochba, amely
tobbféle szabdllyal jatszhato.
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— Barkochba oly médon, hogy a gyerekek dltal konkrét, felmutatott
elemekre a jatékmester ,igen’, ,nem” valaszokat ad, amely alapjan az
elemeket kétfelé rendezik, és az ,igen” besorolasu elemek kozos tu-
lajdonsagat keresik.

— Hazudés barkochba, ahol az ,igen” helyett ,nemet” mondunk és for-
ditva.

— Néhany elembdl all6 akar véletlenszer(ien Osszedllitott egyiittes jellem-
zése allitdsokkal, a kozos tulajdonsagok felismerése és megfogalmazésa.

— A kivalasztott dolgok a gyerekek elé keriilnek; kezdetben a tanitd, ké-
sObb egy-egy gyermek igaz, hamis allitdsokat fogalmaz meg a soka-
sagrol, amelyekrdl a gyermekek 6nalléan eldontik, hogy az allitas az
adott elemekre igaz-e vagy sem.

— Az alaphalmazbdl elemek valogatdsaval tesz nyitott mondatokat ké-
résnek megfeleléen igazzd, vagy nem igazza.

— Amennyiben egy adott halmaz elemeire nem igaz egy allitds, kérésre a
gyermek a halmaz elemeit médositja (néhédnyat esetleg kivesz, néhanyat
esetleg hozzatesz a halmaz mar meglévé elemeihez), amig a keletkezett
Uj halmaz elemeire igazza valik az allitas.

C. Halmazok alkotasat lehet6vé tevékenységek példaul:

— Ktlonbozé készletek 6sszedllitasa tanité altal megadott szempont sze-
rint, ilyen szempont lehet példaul:

— legyen benne piros,
— mindegyik hdromszog legyen,
— ne legyen benne kicsi elem.

— A tanit6 dltal adott hibas valogatds javitdsat lehetévé teszik példdul a
»Kakukktojas-jatékok”

— Illetve a megkezdett valogatds folytatasa. A kivalasztott elemek — vala-
mely — kozos tulajdonsdganak felismerése utdn, ilyen tulajdonsagua to-
vabbi elemek keresésével folytatja a gyermek a megkezdet valogatast.

Ugyanezt a folyamatot kovetve a konkrét dolgokkal végzett valogatasok, és
a rajuk vonatkozo itéletalkotasok utan attérhetiink az elvontabb fogalmakon
végzett valogatdsokra, itéletalkotasokra. A 3. évfolyamon lehetséges tevé-
kenységek példaul:

— Szécéduldk szétvalogatasa: tartalmi, vagy akér nyelvtani szempont alapjan.

— Szamok szétvalogatasa kiilonféle szempontok szerint tobbfelé példa-
ul szamtulajdonsagok szerint, ami lehet paritas, jegyek szama, vala-
mivel valé oszthat6sag, végzidés stb. Illetve kétfelé valogathatjak az
elemeket barmely tulajdonsag és tagadasa alapjan.

— A korabban emlitett barkochba jatszhaté szamkartyakkal.
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— Egy szamhalmaz elemeit vizsgalva meghatarozé kozos tulajdonsag
keresése és megnevezése utan a taldlt tulajdonsag ellendrzése kiilon-
kiillon mindegyik elemre.

— Forditott barkochba szamokkal: kiilonféle alaphalmazok kétfelé valo-
gatdsa utdn az egyiivé valasztott szamok kozos, és a kiilonvalasztot-
tak eltéré tulajdonsaganak keresése.

— Adott valogatdsok cimkéinek (kozos tulajdonsdganak) meghatarozésa.

— Elrontott valogatasok javitasa; ,Kakukktojas” jatékkal.

— Halmazos barkochba, amelyben egy elemcsoportra gondolunk, és az 6sz-
szességre vonatkozd kérdésekre valaszolunk ,igennel” vagy ,nemmel” (A

» 7

kvantoros, azaz a ,minden” és ,van olyan” tipusu allitasok értelmezéséhez)

A fent leirtakra szdmos konkrét és részletesen leirt tevékenység talalhaté C.
Neményi Eszter és munkatérsai altal alkotott Epitsiik fel! I-IV. Matematikai
gyijteményekben és Matematika munkdltato feladatlapokban (C. Neményi
és mtsai. 2021-2023), illetve az Utjelz6 az 1.- 2. osztdlyos matematika tanitd-
sahoz koteteiben (C. Neményi, Sz. Oravecz 1993, 1994).

Felsd tagozaton

Folytatjuk az als6 tagozaton szamokkal, sikidomokkal, testekkel, halmazok-
kal, stb. megkezdett munkat. Valahanyszor egy tj fogalom bevezetésére kertil
sor, sziikséges az adott dolog minél behatébb vizsgalata (példaul sikidomok
oldalainak szdma, atléinak szama, oldalainak egyformasaga, illetve kiilon-
bo6zdsége, szogeinek nagysaga, szimmetria-tulajdonsagai stb.). Aztan az igy
megismert elemeket szintén osztalyozhatjuk a megismerés soran felfedezett
hasznalt tulajdonsagok alapjan. A halmazokat Venn-diagram segitségével
abrazoljuk. Fels6 tagozaton szintén konkrét halmazokra hasznaljuk a két
halmaz metszete, egyesitése (unidja) szavakat, a kiegészité halmaz elnevezés
is megjelenik, de kizarélag konkrét halmazra vonatkozéan.

A spirdlis épitkezés célja, hogy a kialakuléban 1évé matematikai fogalmak
(halmaz, eleme, nem eleme, részhalmaz, komplementer-halmaz, unié, met-
szet, kiillonbség-halmaz, halmaz szimossaga) megfelel6 tapasztalati bazison
(induktiv aton) béviiljenek.

Kozépiskoldaban

A 14-15 év alatt tapasztalati iton fejlodott halmazelmeéleti fogalmakat a ki-
lencedik évfolyamon definidljuk, matematikailag formalizéljuk, de a hosszt
ut elve alapjan ezek a fogalmak sem tekintend6k lezartnak.

Mdsodik példa: a szoveges problémaktol az egyenletekig,
egyenletrendszerekig

A szoveges problémadk egyik fontos eleme az igazsdghalmaz (értelmezési tar-
tomdny) vagyis azon elemek csoportja, amelyek megoldast jelenthetnek egy-
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egy szovegben megfogalmazott problémara. Arra a kérdésre, hogy ,Hany
gyerek ment el a mizeumba?” nem lehet a vélasz sem tort-, sem negativ
szam. Mint ahogy arra a kérdésre: ,Hany elem felhasznalasaval tudjuk lefed-
ni az alakzatot?” szintén nem lehet a megoldas negativ szam. Az értelmezési
tartomdany megtalalasahoz jarul hozzd a hossza ut médszere. Egy szoveges
probléma tényleges eredményének meghatarozasara szamos lehet6ség van
példaul kovetkeztetés, forditott gondolkodas stb., a legelterjedtebb utja az
egyenlettel torténé megolddas. Az egyenlet és megoldasa minden életkorban
mast jelent.

Formailag barmely két egyenléségjellel sszekapcsolt kifejezést egyenlet-
nek tekinthetiink, amelynek vagy nincs megoldasa, vagy néhany megoldasa
van, vagy az alaphalmaz minden eleme a megoldasa. Ha egyenletrdl van szé
leggyakrabban olyan specidlis hidnyos allitasra (késébb nyitott mondatra),
azaz a valtozotol, valtozoktdl fiiggd allitasra gondolunk, amelynek alaphal-
maza valamilyen szamhalmaz.

Az iskolaban matematikailag kétféleképpen értelmezziik az egyenleteket.

Egyrészt figgvényértékek egyenléségeként. Ebben a felfogasban az egyen-
16ségjel két oldaldn egy-egy fliggvény dll. Az egyenlet megolddsanak (gyoké-
nek) az alaphalmaz azon értékeit tekintjitk, amelyekre a relacid jel bal és jobb
oldaldn szerepld fiiggvények helyettesitési értéke megegyezik.

Masrészt logikai fliggvényként. Ebben a felfogasban az egyenlet egy logi-
kai allitas. Az egyenlet megoldasakor az alaphalmaz mindazon értékeit ke-
ressiik, amelyekhez az igaz logikai érték tartozik. A valtozd(k) ezen értékei-
nek halmazat az egyenlet igazsaghalmazanak nevezziik.

Az egyenletmegoldashoz vezet6 utat két iranybol kell el6készitentink. Az
egyik irdny a szovegértés és a matematikai logika elemeinek hasznalatat ko-
veti, a masik irdny pedig valamely egyenletmegoldasi mddszer hasznalata-
hoz sziikséges ismeretek, rutinok kialakitasa.

Az ovodds kor eldtt

Ebben az életkorban azt gondolndnk, hogy semmi olyan nem torténik a kis-
gyermek mindennapjaiban, amelyek az egyenletek megolddsdhoz hozzdja-
rulna. Pedig a kisgyermek képes a valtozasok észlelésére, megfigyelésére, és
a miiveletekhez kapcsol6do kifejezések tartalmanak megismerése mar meg-
kezdddik.

— ,Elég lesz ennyi, vagy kérsz még?”

— ,Ha szeretnél, vegyél el még egyet!”

— ,Elrepiilt egy madar, de nézd, maradt még harom.
— »Ne legyél 6nz4! Osszatok el!”

Vagyis a gyermek megteszi a sz6veges feladatok megoldasahoz sziikséges els6
1épést értelmezi a szoveghez tartozé hétkoznapi szitudcidt, megérti a szituaci-
6ban megjelend valtozast, azaz a miiveletet és a kijelentés logikai értékét.
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Az évodds korban

Harom és hatéves kor kozott a tudatos nevel6i munka hatdsara fejlédik a
hallott szovegértés és a relacidsszékincs. A verbdlisan kozvetitett, jatékba/
tevékenységbe dgyazott hétkoznapi problémahelyzetekre a gyermek megfeleld
motivdcio mellett, eszkozok segitségével, tevékenységgel keresi a megolddst. A
szoveges feladatok és egyenletek témakoréhez kapcsolédé problémahelyze-
tek az 6vodai matematika témakorei kozil leginkdbb szamfogalom alapoza-
sanak koréhez (darab- és mérészam tartalommal egyarant), illetve a szoro-
san ide tartoz6 miveletek koréhez kapcsolddik.

A tevékenységek soran a gyermek értelmezi az elhangzott széveget/utasi-
tast, és tevékenység segitségével megjeleniti, és megoldja a szévegben kozolt
problémat.

— Szabadjaték soran:

— Nézd csak! Mi valtozott? Kartyajaték a véltozas megfigyelésére

— Tanulom a stlyokat, Janod fajaték, a mérleg mozgasanak megfigye-
1ésére, és az ,ugyanolyan nehéz” tobbféle megjelenitésének megérté-
sére.

— Balance Beans - logikai jaték, a mérleg mozgasanak egy masik tipu-
su megfigyelése, és az ,ugyanolyan nehéz” tobbféle megjelenitésének
megértése. A jaték tartalmaz egy libikékat, harom-harom 1, 2, illetve
3 egység nehézségli babot, tovabba 40 feladatkartyat. A jaték sordn a
gyermek hiz egyet a kartyakbdl, és a képnek megfeleléen elhelyezi a
babokat a libikéka egyik oldaldan. A masik oldalra a maradék babokat
kell feltenni ugy, hogy a libikéka egyenstlyi allapotba keriiljon. Mivel
eléfordul, hogy az egyik tipust babbdl nincs elég, az egyensulyi élla-
potot csak ugy lehet elérni, ha az erékart figyelembe vessziik, azaz a
babszem pozicidjat is modositjuk.

— Jaték mérleg hasznalata példaul szerepjaték soran.

— Munka jellegti tevékenység soran, példaul teritésnél: ,Ugye emlékszel,
hogy ma Zoli nem jott 6vodaba?” mondat elhangzdsa utan a napos pon-
tosan tudja, hogy eggyel kevesebb teritékre van sziikség, mint ahany hely
van az asztalnal.

— Tervezett tevékenységnél:

— Szamfogalom alapozdsa darabszam tartalommal, bontott alakban:
példaul ,Vegyél ki hat termést tigy, hogy pontosan kétféle legyen a
kezedben!’, Helyesen értse és alkalmazza a feladatokban a ,valameny-
nyivel” tobb, kevesebb fogalmakat: példdul ,Most vegyél ki tgy hat
termést, hogy az egyik félébél kett6vel tobb legyen, mint a masikbol!”
stb.

— Valtozas megfigyelése a mivelet el6készitéséhez: példaul: Az évo-
dapedagégus kihiv harom gyermeket, és egymads mellé dllitja Sket.
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Ezutan megkéri a gyerekeket, hogy figyeljék meg ket j6 alaposan,
és tapsra csukjak be a szemiiket. A taps utan példaul a hdrom gye-
rek koziil kettd helyét cserél, az egyik gyerekre rdad egy ruhada-
rabot (példdul sapka, kendd, kardigdn), az egyik gyerek kezébe ad
egy jdatékot stb. ezutan a gyermekek megmondjak, ha kinyitottak a
szemiiket, hogy mi valtozott meg.

— Konnyebb nehezebb érzékelése:

— csukott szemmel szerez tapasztalatot arrél, hogy azonos anyag
esetén a nagyobb nehezebb, kiillonb6z6 anyagok esetén lehet a ki-
sebb a nehezebb,

— nyitott szemmel megfigyeli, hogy a véllfamérleg, kétkart mérleg
hogyan billen, és sajat testen eljatssza nagyon eltéré tomeg( tar-
gyakkal

— vallfamérlegen, kétkari mérlegen az egyensulyi helyzet 1étrehoza-
sa aprobb targyakkal

— az egyenld véltoztatds megfigyelése: egyensulyi helyzetbdl indulva,
ha egyenldket tesziink a mérleg két oldaldra, vagy vesziink el, az
egyensuly fennmarad.

A tevékenységek kapcsan fejlédik a gyermek megfigyel6képessége, szam-
érzete, szamfogalma, reldcidszokincse a tobb-kevesebb-ugyanannyi, illetve
konnyebb-nehezebb-ugyanolyan nehéz, tovabba az egyenl$, a mennyivel
tobb-kevesebb, és mennyivel nehezebb-konnyebb kapcsolatok mentén.

Az alsé tagozaton

Az els két évfolyam sordn megszerzi a gyermek mindazt a tudast, amelyre
sziiksége van ahhoz, hogy megoldja a szoveges formaban kapott, matemati-
kai tartalmat tekintve az x+a=b (a;b € N) tipust egyenletekre vezeté felada-
tokat, és megkezdi azt az utat, amely az egyenlet formalis megoldasahoz fog
vezetni.

Hogyan néz ki a fent leirt egyenlet az els6 évfolyamon? Példaul

Gondoltam egy szamot, hozzadadtam kett6t, eredményiil kilencet kap-
tam. Melyik szdmra gondoltam?

A feladat soran fejben torténdé szamoldssal — avagy mondjuk szamegye-
nesen lépkedéssel — megkeresi azt a szamot, amelyiknél kettével nagyobb a
kilenc. Vagy visszafelé gondolkodik, vagy elvégzi a mérlegelv alkalmazasa-
hoz sziikséges szemlélet valtast: azt a szamot keresi, amelyik kettével kisebb,
mint a kilenc.

A masodik osztélyos mar nagyobb szamkorben fog dolgozni esetleg kissé
Osszetettebb szoveggel:
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,Akos zsebében 29 kaviccsal kevesebb van, mint Balazséban. Hany kavics
van Akosndl, ha Baldzsnal 55 van?” (Epitsiik fel! Matematika munkaltaté fel-
adatlapok 2. osztaly, 110. oldal 8/a.)

A masodikos szdmara ez egy szdmfeladat: Akos kavicsainak szdma = Baldzs
kavicsainak szama - 29. Egyenlettel gy is fel lehet irni a szovegben leirt 6sz-
szefliggést, hogy Akos kavicsait pétoljuk, hogy egyenld legyen Baldzs kavi-
csaival. Ekkor az x+29=55 egyenlethez jutunk. Az itt megszerzett tudas lesz
a kovetkezé alapkove az x+a=b (a;bEN) tipust egyenletek megoldasanak.
Természetesen a szamfeladatok nem allnak meg az ismeretlen mennyiség-
hez torténd hozzdaddsnal. Igy az x-a=b; x:a=b;x/a=b; formdjui egyenletek
megoldasanak alapozasa is megkezd6dik!

Eszkozok segitségével azonban ennél bonyolultabb feladat megoldasara
is képes egy masodik osztalyos. Az itt kovetkezd szoveges feladat segitségé-
vel fogom bemutatni, hogy a késébbiek folyaman hogyan alakul az egyenlet-
megoldashoz sziikséges eljaras algoritmusa.

Andris nagymamajanak a haza koriil szarnyasok (tyukok, kakasok, libak
és kacsdk) és négylabu dllatok (diszndk, kutyak és macskak) élnek. Andris
szobajanak ablakan elromlott a redény, igy csak a rések kozott tud kikukucs-
kalni. Az egyik résen kilesve azt latja, hogy az allatoknak 13 feje van. Egy ma-
sikon kinézve pedig azt, hogy az éllatoknak 36 laba van. Mivel szemiivegét
elfelejtette felvenni, nem latja rendesen, hogy melyik fej, melyik lab milyen
allathoz tartozik. Nagymamadjatol az tudja, hogy egyetlen allatnak sem hi-
anyzik laba. Segits neki, hogy megtudja, hany széarnyas és hany négylabt van
az udvarban!

A madsodik osztdlyos

— megfogalmazza a szévegben rejlé élélényekhez kothetd egyszerii viszonyo-
kat, kapcsolatokat (minden allatnak 1 feje van, a szarnyasoknak 2-2 léba,
a négylabu éllatoknak 4-4 laba van);

— érti a problémdban szerepld adatok viszonyat (az osszes dllat szdma 13,
az o0sszes ldb szdma 36).

A feladat megoldasdhoz eszkozt haszndl a méasodikos, példaul korongokat
és szamolopalcikdkat. Az eljards sordn el6vesz a fejek szimbolizalasara 13
korongot, és a labak megjelenitésére 36 palcikat. A korongokat az asztalra
kissé széthizva teszi, majd minden koronghoz 2-2, azaz sszesen 26 palcat
tesz. Ha minden palca elfogyna, akkor a haz koriil csak baromfik lennének.
Ezutdn a maradék palcakat kettesével szétosztja a mar 2-2 pélcaval rendel-
kezé néhany korong kozott. Azok a korongok, ahol a pélcak elfogydsa utan
2 palca van, jelenitik meg a szarnyasokat. Azok pedig, amelyekhez 4 palca
illeszkedik, abrazoljak a négylabu allatokat.

Ezzel a feladattal azt is megtanulhatja a gyermek, hogy egy egyenletnek
nem mindig van megoldasa, csak az adatokon kell egy kicsit valtoztatnunk.
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Amennyiben a szovegben kevesebb 1ab szerepel, mit a fejek szamanak két-
szerese — azaz lenne olyan korong, amihez ketténél kevesebb palca tartozik,
pedig egy dllatnak sem hianyzik ldba —, ellentmondasra jutunk, a feladatnak
nem lesz megoldasa.

Amennyiben a szovegben tobb lab van, mint a fejek szamdanak négysze-
rese — azaz még maradna palcak az utdn, hogy minden korongnal 4-4 palca
van az asztalon — szintén ellentmondasra jutunk, a feladatnak ekkor sem lesz
megoldasa.

Akkor sem jutunk megoldashoz, ha a ldbak szama paratlan, azaz gy ma-
rad egy palca a keziinkben, hogy minden korongnal 2 vagy 4 palca van az
asztalon.

Ha a gyermek legalabb egy ilyen jellegli feladatot tevékenységgel mar
megoldott (konkrét manipulativ szint (Bruner, 1968)), akkor harmadik, ne-
gyedik osztalyban képes eszkozok nélkiil, rajzok segitségével (ikonikus szint,
(Bruner, 1968)), szamfeladattal megoldani a feladatot.

Harmadik-negyedik osztdlyban

A szamfeladat logikai 1épései a kovetkezok:

Fejek szdama: 13

Ha minden dllat szdrnyas, akkor a ldbak szdma: 13-2=26

Mivel maradt még lab, van négyldbu dllat az udvarban.

A négylabiak ,mdsik két” ldba osszesen: 36-26=10

Ha van még 10 labunk, akkor a négylabuiak szdma: 10:2=5

Ldtszik, hogy a szdmfeladat gondolatmenete megegyezik a tevékenység mene-
tével, a gondolatmenetbdl itt is kideriil, hogy nem lesz megoldas, ha a labak
szama kevesebb, mint 26, vagy tobb, mint 52. Illetve akkor sem, ha a labak
szdma péaratlan.

Felsd tagozaton

A fels6tagozat soran természetesen szintén alkalmazhaté a korabban leirt
barmelyik megoldds. Az Gj ismeretek és mddszerek megismerésével azon-
ban lehetdsége nyilik mas megoldasi modra is. Harmadik és negyedik osz-
talyban szamos modellel ismerkednek meg a didkok, amelyeket a szoveges
feladatokban 1évé osszefliggések megjelenitésére hasznalhatnak. A modellek
absztrakcids szintje kiillonb6z6, hiszen a tevékenységbdl a vizualis, képi meg-
jelenitésen (példaul szakaszos dbrazolas) keresztiil jutunk el az absztraktabb
modellek hasznalatdig, ez a szimbolikus szint (Bruner, 1968 ). Az egyik jol
ismert absztrakt modell a tablazat. Attdl fiigg6en, hogy a tablazatban mely
adatokat, illetve kapcsolatokat jelenitjiikk meg, két kiillonboz6 tt nyilik meg a
feladat megolddsara.

Az egyik esetben a fejek szamarol sz6l6 informaciot indirekt hasznaljuk
fel, igy 3 oszlopunk lesz, amelybe konkrét adatokat irunk:
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1. tablazat
A szdovegben rejlé kapcsolatok megjelenitése konkrét tartalommal

szarnyasok szama négylabuak szama labak szama
13 0 13-2=26
12 1 12-2+1.4=28
11 2 11-2+2-4=30
Stb.

Az 1. tablazat konkrét értékekkel torténé kitoltése soran a kovetkezd figyel-
hetd meg:

— nem lesz megoldas, ha a labak szama kevesebb, mint a fejek szamanak
kétszerese, azaz 26.

— Ha a szdrnyasok szdma eggyel csokken és a négylabtak szama eggyel né,
akkor a labak szama pontosan kett6vel novekszik.

— A fentiekbdl kovetkezik, hogy a tablazat minden sordban pontosan ket-
tével lesz tobb a labak szama, mint az elézében, igy a labak mennyisége
sorrél-sorra folyamatosan novekszik. Azaz csak egy megoldasunk lehet.
Ha megtalaltuk ezt a megoldést, nem kell tovébb vizsgdlnunk az esete-
ket. Fontos megjegyezni, ennek a leirdsa és indokldsa nélkiil a tabldzat
nem jelent teljes megolddst még akkor sem, ha minden sort leirtunk addig,
amig megkaptuk a 36-ot.

— Nem lesz megoldasunk, ha a ldbak szdma t6bb, mint a fejek szdmanak
négyszerese.

— Nem lesz megolddsunk, ha a ldbak szdma paratlan, mert minden éllatnak
péros sok ldba van. Es paros szimok minden egész szamt tobbszordse paros.

A tdblazat kitoltése sordn ugyanaz a folyamat zajlik le a hdttérben, mint ami-
kor a korongokhoz pdlcdkat tettiink. Annyi az eltérés, hogy nem vettiink ki
el6re a labakat jelképezé 36 pélcat, hanem az Osszes palcabdl tesziink le labakat
a fent leirt médon, és kozben szamoljuk azokat, amig el nem érjiik a 36-ot.

A masik feldolgozasban az éllatok fejei és labai kozotti kapcesolatot direkt
modon jelenitjiikk meg, azonban a konkrét szamadatok helyett altaldnosan
irjuk fel az osszefiiggéseket. Ehhez azonban sziikségiink lesz egy ismeretlen
bevezetésére. Az ismeretlen lehet barmilyen szimbdlum, aminek a fels6 ta-
gozat utan megszokott jelolése egy betd, dltaldban az .

2. tablazat
A szovegben lévd dsszefiiggések megjelenitése egy ismeretlennel, dltaldnosan

osszesen szarnyasok négylabuak
fejek szama 13 X 13-x
labak szama 36 x-2 (13-x)-4
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A 2. tablazat kitoltésekor az és leirasandl ugyanaz a gondolat van a gyermek
fejében, mint korabban: a fejek szama 13.

Mig az elsé tablazatban a 13 konkrét bontasait latjuk, a masodikban egy
absztraktabb, altalanos bontassal taldlkozunk. A labak szamanal ugyanez az
absztrakcids 1épés figyelhet6 meg.

Az egyetlen Osszefliggés, ami nem jelent meg a tablazatban, hogy 6sszesen
hany laba van az allatoknak. A kapcsolat felirdsdhoz egyenletet hasznalunk.

x-2+(13-x)-4=36
Az egyenletmegoldas soran alkalmazzuk a korabban felhalmozott tudasbol:

— a szorzds a kivondsra nézve disztributiv, vagyis a zdrdjel felbonthato.
Azaz, ha a 2 ismeretlenszereséhez hozzdadjuk a négy 13-ndl -szel keve-
sebb tobbszorosét, az ugyanaz, mintha hozzdadndm a négy 13-szorosat,
és elvenném az -szeresét.

— azonos nemii kifejezések osszevonhatok

— a monotonitdst, azaz, ha a mérleg egyensilyban volt, és a mérleg két ol-
dalara egyenl6ket tesziink fel, vagy egyenlSket vesziink el, az egyensulyi
allapot megmarad.

Vagyis az els6 tablazat konkrét eseteinek felirasa teszi lehet6vé a masodik
feldolgozashoz sziikséges, dltalanos 0sszefiiggés megfigyelését és felirasat.

Kozépiskolaban

A matematika tanitdsa sordn elfogadottnak kellene lennie annak a tény-
nek, hogy egy feladatot barmilyen médon megoldhatunk, amennyiben a
megoldds soran alkalmazott dsszefiiggések, eljarasok megfeleldek. Igy ezt a
konkrét feladatot a kozépiskoldban is megoldhatjuk szamfeladatként, konk-
rét értékhdrmasok felirdsaval (amennyiben tudjuk, hogy csak azért lehet ez
teljes megoldds, mert pozitiv egész szamok korében keressiik a megolddst, és
indokoltuk, hogy minden lehetdséget megnéztiink), és egyenlettel is. (Kivételt
képez ez aldl, ha a feladat szovegében szerepel a kotelez6en hasznalt eljaras
megnevezése!)
A kozépiskoldban megjelenik egy 4j tartalom, amely egy 4j eljards megtanu-
lasat, kialakitasat teszi lehet6vé.

Ha az éllatok fejének 6sszegérol szo616 informaciot is kihagyjuk a tdblazat-
bol, akkor két ismeretlen bevezetésére lesz sziikség. (3. tablazat)

3. tablazat
A szdvegben 1évé Osszefiiggések megjelenitése két ismeretlennel, dltaldnosan

osszesen szarnyasok négylabuaak
fejek szama 13 X y
labak szdma 36 x-2 y-4
Gyermeknevelés Tudoményos Foly6irat ~ 2024/2. Tematikus miihely




238 Pintér Marianna

Amennyiben ezt az utat valasztjuk, két egyenlet, azaz egy egyenletrendszer
lesz sziikséges a kapcsolatok felirasahoz.

A fejek szamdra vonatkozo osszefiiggés: x+y=13

A labak szamdra vonatkozo dsszefiiggés: x-2+y-4=36

A megolddsra ismét van egy olyan eljdrds, amely egy az egyben tamaszkodik
a kordabban tanultakra.

Ebben az esetben az egyik ismeretlent kifejezziik az egyik egyenletbdl, majd
a masikba behelyettesitjiik. Ha a fejek szamara vonatkozé 6sszefiiggésbdl fe-
jezziilk ki a négyldbtiak szamat (y=13-x), és ezt helyettesitjiik be a ldbak sz4-
madra vonatkozo dsszefiiggésbe, akkor a fels6 tagozatban taglalt egyenlethez
jutunk: x-2+(13-x)-4=36.

A mdsik eljards az 6sszeadds monotonitdsdan alapul, azaz, ha egyenl6kbdl
egyenldket vesziink el, vagy egyenl6ket adunk hozza, egyenl6k maradnak.

Erre az eljarasra egyenld egyiitthatok elveként szoktak hivatkozni. Ez az
eljaras lesz a Gauss elimindcié (avagy kikiiszobolés) alapja.

Ebben az esetben az egyik egyenletet megszorozzuk (vagy elosztjuk) egy
szammal annak érdekében, hogy az egyik valtozébol mindkét egyenletben
ugyanannyi legyen. Konkrétan a mi esetiinkben, az eredeti dsszefiiggések:

A fejek szamdra vonatkozo Osszefiiggés: x+y=13.

A labak szamdra vonatkozo dsszefiiggés: -2+y-4=36

Megfelel6 megoldast ad, ha az elsé Osszefliggést megszorozzuk kettével,
akkor az igy kapott egyenletet kivonjuk a masodik egyenletbdl. A kapott
egyenlet ismeretlenje ebben az esetben az lesz. Majd megoldjuk az igy ka-
pott egyismeretlenes egyenletet. Ennek a megoldasnak az a szépsége, hogy
ugyanazokat a miiveleteket hajtjuk végre, mint az eszkozokkel végzett kovet-
keztetéskor.

Ugy is eljarhatunk, hogy az els6 sszefiiggést szorozzuk most 4-gyel, majd
az igy kapott egyenletbdl vonjuk ki a masodik egyenletet. Ismét egyismeret-
lenes egyenletet kapunk. Ennek az egyenletnek az ismeretlenje azonban az x
lesz. Ez az egyenlet meg fog egyezni a kifejezem-behelyettesitem megoldasi
ut valamelyik 1épésben kapott alakjaval.

Harmadik lehet8ség is 1étezik a labak szamara felirt egyenletet oszthatjuk
kett6vel, majd az igy kapott egyenletbdl vonjuk ki az els6 egyenletet. Ismét
egyismeretlenes egyenletet kapunk, amelynek az ismeretlenje az y lesz.

Barmelyik eljarast is valasztjuk, a feladat befejezéséhez vissza kell helyet-
tesiteniink a kapott értéket valamelyik eredeti 6sszefiiggésbe, és kiszamolni
a még ismeretlen masik értéket.

Konklazié

A bemutatott példakon is lathattuk, hogy a hosszt it mddszerével a tanul6
nem mindig érzi ugy, hogy 4j dolgot tanul. Matematikai kompetencidi agy
fejlédnek, hogy a megnevezés, elemzés, megdllapitdsok, az 6sszehasonlitds,
megkiilonboztetés magasabb szintre keriil, és ezaltal fejlédnek a megszii-
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letett fogalmak. A fogalmak megalkotdsdhoz sziikséges tevékenységek sordn
haszndlt eljardsokat egyre jobban éltalanositja, amellyel algoritmusokat al-
kot. A kialakult algoritmusokat kiilonb6z6 kornyezetben médositasokkal
megfeleléen haszndlja. Fontos jellemzdje ennek a médszernek, hogy az elsé
lépések utan mar képes a gyermek ,,egyenleteket megoldani’, mivel ut kozben
is hasznalja az aktuadlis szinten elsajatitott fogalmat probléma megoldasra.

Bar a gyermek gyakran hamar letenné az eszkozt, a pedagégus feladata,
hogy olyan probléma helyzeteket alakitson ki, amelyben Gjra és ujra el6 kell
venni az eszkozoket. Ezzel megtanitva a gyermeknek azt, ha zavar tdmad egy
probléma megoldasa soran, akkor érdemes visszalépni arra az absztrakcios
szintre, ahol utoljara biztonsaggal mozgott.

Befejezés

A mindennapi életben és az iskoldban szdmos mads szituaci6 is alkalmas
lenne a hosszu ut médszerének bemutatasara. Ebben a dolgozatban azért
vélasztottam ezt a két példat, mert mindenki taldlkozik a két témaval, és na-
gyon alkalmas annak bemutatdsara, hogy ugyan az a gondolat, sz6, mive-
let mennyire mdst-mast jelent az at kiillonb6z6 szakaszaiban az 6vodatdl a
kozépiskolaig. Ha a hosszt utnak barmelyik szakasza kimarad, a ra épiild
fogalomalkotdsi szint megalapozatlan, bizonytalan marad. Eppen ezért a pe-
dagdgusnak az oktatds soran alkalmazott médszerek megvalasztasakor nem
a ritka kivételekhez kell igazodnia, hanem tanulds pszicholégiailag megala-
pozott mddszereket kell alkalmaznia.
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Pintér, M.

The long way a mathematical concepts and methods develop

In Hungary, mathematics teaching is structured in a spiral manner, with individual
mathematical contents recur repeatedly in the course of public education. During
the twelve (in some cases thirteen) academic years, the range of concepts related
to a given content is expanded, the concepts become more and more precise, and
the degree of freedom of the definition matching the given level of abstraction is
developed. With the expansion of the scope and depth of the concepts, the range
of techniques employed also broadens. However, if the content is not treated
as a process, not as one stage on a long journey, then the spiral will not help the
construction of mathematical concepts, the rudimentary concepts will remain
separate and isolated. In this article, I show samples of the long journey through
specific mathematical content.

Keywords: Mathematics teaching, mathematical thinking, long journey, pre-
kindergarten age, preschool age, primary school, secondary school,
gaining experience, developing concepts based on actions and deeds
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