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A törtfogalom fejlődésének segítése az 
alsó és a felső tagozat határán

Gyakran halljuk az általános iskola felső ta-
gozatán oktató matematikatanároktól, hogy a 
tanulók fejletlen törtfogalommal érkeznek az 
alsó tagozatról: a tanulók számára egyáltalán 
nem nyilvánvaló például, hogy a háromne-
gyed az nem csupán a negyed háromszoro-
sa, hanem három egésznek a negyedrésze is. 
(Sőt, bár talán nem várja el a felső tagozat az 
alsó tagozattól ennek megmutatását: a három 
és a négy hányadosa.) Míg az alsó tagozatos 
tankönyvekben a törtekkel sok konkrét te-
vékenység közben, a mozgás, látás, tapintás 
élményét kihasználva foglalkozunk, addig az 
5. osztálytól kezdve elkezdjük a törteket raci-
onális számokként kezelni; az alsó tagozaton 
megszokott számkör-bővítést (amely a ter-
mészetes számok világán belül történt) szám-
halmazok bővülő körei váltják föl. A Nemzeti 
alaptanterv előírása, hogy 4. osztály végére a 
2, 3, 4, 10 és 100 nevezőjű törteket ismerjék a 
tanulók a mindennapi életben.

Meglehetősen régi felismerés a hazai ma-
tematikadidaktikában (ld. pl. C. Neményi, 
2002a) hogy az alsó tagozat vége és a felső tago-
zat kezdete között hiányzik a szerves átmenet. 

Nemcsak a minden iskolai évfolyamot érintő 
nyárvégi teljesítmény-visszaesés, nemcsak 
a szakos tanári rendszerre átállás, hanem 
magának a matematika tananyagnak a 
szerveződése okozza, hogy minden szereplő 
jelentős, hirtelen ugrásnak érzi, ami 4. és 
5. osztály között történik. C. Neményi, 
Radnainé Szendrei és Varga (1981) az utolsó 
hazai központi, előíró tanterv matematika 
fejezetének szerzői makacsul ragaszkodtak 
ahhoz, hogy a fejlesztési feladatokat 1–3., 
majd 4–5. osztályokra jelöljék ki, eltérően 
a központi tanterv összes többi fejezetétől, 
amelyek alsó és felső tagozat között jelöltek 
ki fejlesztési határt. Ugyanakkor a nehezen 
mozduló iskolai gyakorlat az általános isko-
la 5. osztályát olyan mérföldkőként kezeli, 
amely a formalizáltabb matematikatanulás 
bevezetésével jellemezhető.

A formalizált matematikaoktatás kritiká-
ját a holland realisztikus matematikai moz-
galom egyik nagy alakja, Treffers (l. Van den 
Heuvel-Panhuizen, 2000) a horizontális és 
vertikális matematizálás fogalmával érzé-
keltette. Míg a horizontális matematizálás a 
matematikai és a minket körülvevő közötti 
kapcsolatok megteremtésével, matematikai 
modellezésével valósul meg, addig a verti-
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kális matematizálás a matematikai fogalmak 
rendszerén belül maradva építi tovább a ma-
tematikai tudást. Problémát az jelent, ami-
kor a vertikális matematizálás túlsúlya azzal 
jár együtt, hogy már elveszítjük a külvilág 
matematikai modellezésének igényét, és 
maguk a matematikai jelek és fogalmak 
válnak a matematikai gondolkodás szinte 
kizárólagos nyersanyagává. Minduntalan 
visszajutunk Bruner elképzeléseihez, aki a 
különböző tudásreprezentációs formák egy-
mást segítő kapcsolataival képzeli el nemcsak 
a matematikatanítást, hanem általában véve 
az iskolai oktatást. A bruneri értelemben vett 
enaktív (mozgásba, cselekvésbe írt), ikonikus 
(valamely érzékszervi modalitás által generált 
képzet) és szimbolikus (elsősorban nyelvi, 
vagy – különösen a matematikában – más 
egyezményes kódrendszerben) tárolt tudás-
formák együttes fejlődése és fejlesztése lát-
szik a leghatékonyabbnak (Sriraman és Eng-
lish, 2005).

Mit tehetünk az alsó tagozat végén azért, 
hogy a törtek tanulása a felső tagozaton egy-
szerre könnyebb és ugyanakkor szakmailag-
matematikailag továbbra is megalapozott 
legyen? Tanulmányunkban ezt a kérdést 
igyekszünk körüljárni a hazai, elsősorban C. 
Neményi Eszter munkásságában lefektetett 
didaktikai hagyományra, valamint a témakör 
újabb nemzetközi szakirodalmára építve. Té-
mánk szűkre szabottsága arra sarkall minket, 
hogy rögtön rámutassunk két általánosítá-
si lehetőségre. Egyrészt a törtek tanításának 
problémája az alsó és felső tagozat közötti 
átmenet általános oktatás-módszertani ne-
hézségeit hívja elénk. Másrészt a törtek taní-
tásában uralkodó multimodális felfogás más 
matematikai témák, sőt, más tantárgyak szá-
mára is tanulságokat rejt.

Fogalmi kérdések a törtek tanításának 
oktatás-módszertanában

A Matematika Tantárgypedagógiai Füzetekben, 
amely sorozat Kárpát-medence-szerte a taní-
tóképzés fontos forrásmunkáját jelenti, C. 
Neményi Eszter (2008) a törtszámok tanításá-
ról szóló részt két nagy egységre osztja, nagy-

jából két egyforma terjedelműre. Elsőként 
az egységtörtek megismeréséről, a tapaszta-
latszerzés a fogalomalakítás lépéseiről ír, és 
ezt követi az egységtörtek többszöröseivel is-
merkedés. E második nagyobb egység végén, 
két oldalon foglalkozik a törteknek azzal az 
értelmezésével, amelyben az egységtörtek és 
azok többszörösei felől haladással szemben 
két egész szám hányadosaként értelmezzük a 
törteket.

Amikor általános iskolai matematikai ta-
nulmányaink során számhalmazokról tanul-
tunk, akkor a racionális számok halmazánál 
találkoztunk azzal, hogy a racionális számok 
felírhatók két egész szám hányadosaként. A 
kétharmad például racionális szám, mert ket-
tőt hárommal osztva megkapjuk, de ugyanígy 
a kettő is racionális szám, mert mondjuk négy 
osztva kettővel alakban megkapható. Függet-
lenül azonban a racionális számok szoros ér-
telemben vett matematikai értelmezésétől, a 
pedagógia számára igazán izgalmas kérdé-
sek a racionális számok, ezen belül a „valódi” 
törtszámok mentális reprezentációval kap-
csolatosak. Valódi törtnek a matematikában 
– kissé régiesen – a nulla és egy közötti raci-
onális számokat hívjuk. 

C. Neményi (2008) a törtszámok tanítására 
kétféle megközelítést tárgyal, ám ezek közül az 
egyiket fejti ki részletesen, és ajánlja a gyakor-
lat számára, míg az úgynevezett „második ér-
telmezésről” egy rövid áttekintést ad, azzal az 
instrukcióval, hogy „van olyan elképzelés, amely 
szerint ezt a megközelítést lenne érdemes előbb 
kidolgozni, s csak aztán kapcsolni hozzá a má-
sikat.” (120. o). Ez a gyakorlatban azt jelentené, 
hogy egész számok hányadosaiként vezetnénk 
be a törteket, majd ebből a megközelítésmódból 
speciális esetként adódnának az egységtörtek, 
melyek az első, részletesen kifejtett megközelí-
tésmód alapját szolgáltatják. Ugyanott így foly-
tatja: „Lehetséges, hogy azoknak a gyerekeknek, 
akik a számok sokféle »műveletes alakjával« 
korán megbarátkoznak, nem okozna gondot ez 
az építkezés sem. Személyes tapasztalat híján 
azonban nem tudjuk meggyőződéssel javasolni 
ezt a sorrendet.” (uo.)

A tankönyvekből rekonstruálható hazai 
körkép után a nemzetközi szakirodalomban 
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rendelkezésre álló empirikus eredmények 
áttekintésével igyekszünk következtetéseket 
levonni a hazai tanítási gyakorlat számára. 
A nemzetközi szakirodalom áttekintésével 
egyrészt kiderülhet, hogy nem szükséges éles 
fogalmi választóvonalat tenni a kétféle törtta-
nítás közé, azaz az egységtörtek többszörösei 
és a két egész szám hányadosára építő felfo-
gások között nem feltétlenül van éles határ-
vonal. Ami viszont bizonyos, hogy a törtek 
tanításában a „multimodális” felfogás elsőbb-
ségét igazolja a szakirodalom (összhangban 
C. Neményi Eszter felfogásával), és ezen be-
lül vannak további árnyalatok (számítógépes 
támogatás, a konkrét tartalmi területek, ahol 
törtek megjelennek: pl. csoki, óra, hosszúság).

A törtek tanítása az alsó tagozaton kezdő-
dik, de a törtfogalom kialakulása már megkez-
dődik az óvodás korban. Magyar nyelvű publi-
kációkból is megismerhető már a természetes 
számok agyi és mentális reprezentációira 
vonatkozó hármaskód-elmélet, amely első-
sorban Stanislas Dehaene nevéhez köthető 
(l. Csíkos és Dobi, 2001). Ez alapján a mate-
matikadidaktika gyakorlatát is egyre inkább 
áthatja az a felismerés, hogy idegrendsze-
rünkben különböző helyek felelősek a termé-
szetes számok tárolásáért és felidézéséért. A 
szám kimondott neve az egyik forrás, és ezzel 
magyarázható, hogy a számolás lényegében 
mindenkinél egy nyelvhez kötődik, amely 
nyelven elsőként megjelennek a számok ne-
vei. Ez legtöbbször az anyanyelv, de ha az is-
koláztatás más nyelven történik, az iskolában 
használt nyelven. A számok puszta neveit 
ugyan már az óvodások is képesek kántálni 
(számmondókákkal), de a számnevekhez 
kötődő mennyiségreprezentációk kialakulása 
éveket vesz igénybe. Az ujjak, a dobókocka 
pöttyei, később a mentális számegyenes 
jelentik a legkézenfekvőbb reprezentációk 
bázisát. Iskoláskorban csatlakozik ehhez a két 
kódhoz harmadikként a számok leírt alakja, 
a mi kultúránkban ma elsősorban az arabnak 
nevezett számok. Vajon van-e hasonló 
hármas rendszer a törtszámokra?

Az bizonyos, hogy a törtek nevei is előbb 
megjelennek a gyermeki szóhasználatban, 
mint a hozzájuk kötődő mennyiségreprezen-

táció vagy szimbolikus jelölés. Legnagyobb 
eséllyel a „fél”, „fele” törtszámokat fogják a 
gyermekek elsőként használni. A négyévesek 
pontosan végre tudják hajtani azt az utasítást, 
hogy adja a babának a süteménye vagy a piz-

zája felét. Ugyanakkor az  4
1

- del vagy a 4
3

- 
del hét éves korig várnunk kell (Siegler, Fazio, 
Bailey és Zhou, 2013). A gyerekek a minden-
napi életük során sokféle tapasztalatot szerez-
nek a mennyiségekről. „Mire iskolába lépnek 
a gyermekek, általában már világos fogalmuk 
van a félről, sőt a negyedről is.” (Peller, 2011, 
130. o.).

Kérdés, amelyre a választ csak a legutóbbi 
években találta meg az emberiség (l. később, 
a nemzetközi szakirodalommal foglalkozó 
részben), hogy az agyunkban a törtszámok 
vajon a természetes számokhoz hasonló hár-
mas kóddal vannak-e jelen. A kérdés a ma-
tematikadidaktika szempontjából is jelentős, 
mert előfordulhat, hogy a természetes szá-
mok hármas rendszerére épül a törtszámok 
agyi reprezentációja, és ebben az esetben a 
fejlesztés analógiája a C. Neményi-féle „má-
sodik értelmezést” támogathatja.

A törtek tanításának iskolai 
gyakorlata Magyarországon a 
tankönyvek tükrében

Az áttekintés végén látni fogjuk, hogy a mai 
napig a C. Neményi Eszter által javasolt fel-
építés jelenik meg a magyar közoktatásban. 
Alsó tagozaton a törtek értelmezése esetén 
szinte kizárólag az első értelmezést tanítják, a 
„második értelmezést” egyes tankönyvek meg 
sem említik, más könyvek tesznek róla emlí-
tést, de csupán néhány javaslat jelenik meg a 
kézikönyvekben, hogy célszerű megmutatni a 
„második értelmezést. Feladatokat nem, vagy 
alig találunk erre. Az egységtörtek többszörö-
seinek vizsgálata általában 4. osztályra marad. 
Minden tankönyvben megjelenik valamilyen 
szinten, de alig találunk hozzá feladatokat.

C. Neményi Eszter azon felvetése, hogy a 
számok sokféle „műveletes alakjával” ismer-
kedjenek meg a gyerekek, inkább a felső ta-
gozaton képzelhető el. Ott viszont jó lenne, 
ha a „multimodális” felfogás megjelenne és a 
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különféle (immár nem egy vagy kétféle) értel-
mezések közötti kapcsolatot is hangsúlyoz-
nánk. Ezt több nemzetközi kutatás igazolta. 
Többek között Moseley (2005) tanulmánya 
szerint, a tanulók racionális szám megérté-
se növekedett, ha többféleképp tanították a 
törteket, nem csak rész-egész helyzetben. A 
TIMSS vizsgálatai is rámutattak (Brenner és 
mtsai 1997; Mullis és mtsai, 1997), hogy a 
kiemelkedő teljesítményű nemzetek diákjai 
– szingapúri vagy japán – rugalmasan értel-
mezték a racionális számokat.

Már Beke Manó (1909) a magyar matema-
tikatanítás reformjának vezető egyénisége is 
foglalkozott a XX. század elején azzal a kér-
déskörrel, hogy a törtek tanítása hogyan kez-
dődjön. A közönséges és a tizedestörtek taní-
tása közül a közönséges törtekkel való indítás 
mellett foglalt állást. Vita tárgyát képezte az 
is, hogy egyáltalán tanítsanak-e törteket.

„Még azon is vitatkoznak sokan, 
hogy kell-e törtszámokat taníta-
nunk? Mások meg azt a kérdést 
feszegetik, hogy mit kell előbb taní-
tanunk, a közönséges törteket-e vagy 
a tizedes törteket? És kuruczok meg 
labanczok, welfek és ghibellinek nem 
víttak elkeseredettebb harczokat, mint 
az újabbkori számtani methodika e 
vitás kérdéseinek szóvivői... A közön-
séges tört ismeretének okvetlenül meg 
kell előznie a tizedes törtét. Már csak 
azon egyszerű okból is, hogy az egysze-
rűbb, a természetesebb előzze meg a 
complikáltabbat. De meg a gyermek 
tapasztalati körében is előbb jelent-
kezik a közönséges tört, mint a tizedes 
tört.” (Beke, 1909, 169.o.)

Ezt a gyakorlatot a mai napig megtartot-
tuk, alsó tagozaton kezdenek ismerkedni a kö-
zönséges törtekkel. Az első értelmezésben az 
egységtörtekkel, majd ezek többszöröseivel. 
Később jelenik meg a „második értelmezés”. 
Ma már nem vonják kétségbe, hogy szüksé-
ges megismerkedniük a gyermekeknek a tör-
tekkel. Ugyanakkor az elsajátításának mód-
jában nem találunk egységes állásfoglalást. 
A jelenleg a piacon található tankönyvek és 
módszertani útmutatók megosztottak abból 
a szempontból, hogy milyen mértékben és 

hogyan építik be a törtfogalom tanításába 
a C. Neményi-féle második értelmezést, de 
hozzá kapcsolódó feladatokat, vagy akár vi-
zuális megjelenítést elvétve találunk csak az 
alsó tagozatos tankönyvekben. A tanítókkal 
folytatott beszélgetésekből általában az derül 
ki, hogy csak az „okos gyerekeknek” szokták 
megmutatni a második értelmezést.

Ha átlépünk a felső tagozatra, az ötödik 
osztályban megjelenik a „második értelme-
zés”, és rohamléptekben a többi is, de talán 
nem kap kellő hangsúlyt, nem erősítik kellő-
képpen a gyermekekben, hogy itt többfajta ér-
telmezésről van szó, és ezek között kapcsolat 
van. A későbbi sikertelenségek egyik forrása 
lehet, hogy nem tudatosul a tanulókban, hogy 
a törteknek többfajta értelmezése létezik, az 
értelmezések közötti kapcsolat megmutatása, 
erősítése és legfőképpen a manipulatív tevé-
kenységek nagyfokú visszaszorulása a felső 
tagozaton forrása lehet a közismerten igen 
gyenge matematikai teljesítménynek. Dienes 
Zoltán (1973) is hasonlóan vélekedik: szerin-
te azért nehéz sokak számára a matematika, 
mert a matematikai fogalmakat nem képesek 
valamilyen képzethez, tapasztalathoz vagy 
tárgyhoz kapcsolni. Ha a tanulók ismeretei 
valamilyen korábbi ismerethez, képzethez 
kapcsolódnak, akkor könnyebb a felidézés, az 
ismeret tartósabbá, alkalmazhatóbbá válik.

Jelen pillanatban többféle matematika-
tankönyv van forgalomban Magyarországon. 
Ezekhez találunk tanári kézikönyveket, ame-
lyek módszertani ajánlásokat is megfogal-
maznak. Ha megvizsgáljuk ezeket a könyve-
ket, kézikönyveket, módszertani ajánlásokat, 
néhány következtetést levonhatunk. Az alsó 
tagozat végén jó lenne, ha már megjelenne a 
„második értelmezés”, de ez a gyakorlatban 
elvétve fordul elő. A felső tagozaton ötödik 
osztályban tananyag a második és a többi ér-
telmezés is. De egyrészt tekinthetnek rá úgy, 
hogy ezt már ismerik a gyerekek, másrészt ro-
hamléptekben haladva nem jut idő a fogalom 
kialakítására, elmélyítésére, arra, hogy való-
ban megjelenjenek a mentális reprezentációk. 

A probléma forrása lehet a tagozat és ta-
nárváltás, esetleges egymásra mutogatás, hi-
szen a tanító gondolhatja, hogy majd felsőben 
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megtanulja, a felsős tanár feltételezheti, hogy 
már alsóban megtanulta. Ennek alátámasz-
tására, ha beletekintünk a kézikönyvekbe, a 
következőket találjuk: Török Tamás (2016) 
a tanítóknak szánt matematika-kéziköny-
vében azt írja, hogy „a törtek bevezetéséhez 
(a természetes, majd az egész számfogalom 
kialakításához hasonlóan) sem kezdhetünk 
absztrakt módon, tárgyiasítást és tevékeny-
séget nélkülöző fogalmak, illetve formális 
műveletvégzési technikák bemutatásával. A 
szemléletes út megkerülésével a matematikai 
ismeretelsajátítás lényegéről, a megértésről 
mondanánk le, amely nyilván nem lenne kí-

vánatos. A törtfogalom alakításához sok-sok 
tevékenységen keresztül megszerezhető ta-
pasztalatra van szükség. A NAT (2012) 3–4. 
osztályban tananyagként rögzíti a törtszá-
mokkal való ismerkedést, mennyiségek mé-
rőszámaként történő értelmezését. Elvárja 
továbbá az ily módon származtatott mennyi-
ségek összehasonlítási képességének megsze-
reztetését.” (A törtfogalom kialakítása, 5. o.) 
Ehhez a szerző felajánlja a törtek első és „má-
sodik értelmezését” is.

Például a következő módon mutatja be a 
4
3  

értelmezését:

A gyakorlatban is megvalósítható, kézbe 
vehető, ízlelhető, igazságérzetünket is kiszol-
gáló osztozkodást szemléltet a következő ábra, 

amelyen a 4
3

 kétféle értelmezését látjuk. Ha 
valakinek háromnegyed tábla csokoládé jut, 

akkor lehet, hogy egy tábla csoki negyedének 
a háromszorosát kapja, de történetbe jobban 
beágyazható, ha három teljes tábla négy felé 
osztását valósítjuk meg – mindössze két 
felezéssel, vagy egy darab negyedeléssel.
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Az első értelmezéshez az egységtörtek, 
majd ezek többszöröseinek bevezetése szük-
séges. A „második értelmezés” szemléltetése 
azért körülményesebb, mert az egészet meg 
kell többszörözni, és mindegyiken végrehaj-
tani az egyenlő részekre osztást. Török (2016) 
is megerősíti, hogy a tankönyvi feladatok 
szinte kizárólag az 1. értelmezéshez kapcso-
lódnak, ezért néhány osztozkodási problé-
mán keresztül célszerű felfedeztetni, hogy 
a C. Neményi-féle második értelmezés is 
ugyanazt a mennyiséget számszerűsíti.

A hozzá kapcsolódó, ötödik osztálynak 
készült tankönyv (Csahóczy és mtsai, 2016) 
kézikönyve úgy fogalmaz, hogy alsó tagozaton 
már ismerkedtek a kétféle értelmezéssel a 
tanulók. A Wintsche alkotószerkesztésével 
készült újgenerációs OFI-tankönyv (OFI, 
2016a) nem utal expliciten az alsó tagozatos 
előzményekre. 

Másik tankönyvcsaládot (Hajdu és mtsai, 
2013, Hajdu és mtsai, 2014) vizsgálva azt ta-
pasztaljuk, hogy ötödik-hatodik osztályban 
nagy hangsúlyt helyeznek a kétféle értelmezés 
és ezek közötti kapcsolat bemutatására, de a 
manipulatív tevékenységekhez kapcsolódó 
feladatok száma itt is alacsony. A tankönyv-
köz íródott programban (Hajdu és mtsai, 
2003) így fogalmaznak: „Az alsó tagozaton a 
törtszám fogalmának kialakítása, elmélyítése, 
a törtek átalakításának megtanulása, a 
törtekkel végzett műveletek értelmezése és 
begyakorlása a felső tagozat feladata. Az alsó 
tagozatban a fogalmak előkészítését, a szem-
léleti alapozást végezzük, nem a megtanítás, 
hanem a tapasztalatgyűjtés igényével.” A felső 
tagozatos program (Czeglédy és mtsai, 2006) 
így fogalmaz: „A törtek fogalmának kialakítá-
sa alsó tagozaton kezdődik. Ezt az időszakot 
a manipulációnak és a tapasztalatgyűjtésnek 
kell jellemeznie. Sem a ráfordítható óraszám, 
sem a tanulók fejlettsége, előképzettsége nem 
teszi lehetővé az absztrakciót. Az elsietett fo-
galomalkotás hátrányát igazából a felső tago-
zaton éreznénk, elsősorban akkor, amikor a 
tanulók olyan ismérveket is a törtek fogalom-
jegyei közé sorolnának, amelyek nem tartoz-
nak oda, illetve több fogalmi jegyet elhagyná-
nak. A nem kellően megalapozott ismereteket 

a tanuló könnyen elfelejti, nem képes újszerű 
feladatban alkalmazni (transzferálni)” (80.o.).

A Mozaik Kiadó Sokszínű Matematika 
tankönyvcsaládjában 4. osztályban csak az 
első értelmezéssel találkozunk. Viszont ez az 
egyetlen könyv ahol már 4. osztályban tört-
alakban írják a törteket (Árvainé és mtsai, 
2017), nem olyan módon, mint a többi könyv 
esetén: 3 negyed. Az ötödik osztályos tan-
könyvben (Csordás és mtsai, 2017) megjele-
nik a kétféle értelmezés, de hozzákapcsolódó 
feladat nagyon kevés van benne.

A Nemzeti Tankönyvkiadó gondozásában 
megjelent C. Neményi Eszter 3. osztályos 
tankönyvében (C. Neményi és Wéber, 2008) 
az egységtörtekkel és ezek többszöröseivel is-
merkednek. A negyedik osztályos könyvben 
(C. Neményi és Káldi, 2009) a második értel-
mezés csak szövegben jelenik meg, rajz nem 
készült hozzá és feladatok sem kapcsolódnak 
hozzá. Viszont azt is megemlíti, hogy az egész 
számok is felírhatók törtalakban.

Az Oktatáskutató és Fejlesztő Intézet gon-
dozásában megjelent kísérleti, illetve újge-
nerációs tankönyveket és munkafüzeteket 
áttekintve a harmadik osztályos taneszközök-
ben (OFI, 2017a és OFI, 2017b) feladatokon 
keresztül megjelenik nem csak az első értel-
mezés, hanem a második is, sőt találkozunk 
folytonos mennyiségekből származtatott tört 
értelmezéssel, és a méréssel is. A negyedik 
osztályos taneszközökben (OFI, 2015a és OFI, 
2015b) viszont már csak az egységtört és en-
nek többszörösei dominálnak, néhány folyto-
nos mennyiséggel találkozhatunk a feladatok-
ban. Az ötödik osztályos tankönyvben a törtek 
értelmezésének három definíciójával találko-
zunk. Korábban csak feladatok voltak. Összes-
ségében nagyon kevés feladatot tartalmaznak 
az ötödikes taneszközök (OFI, 2016a és OFI, 
2016b) az értelmezésre, abból is csak az első 
értelmezésre, és a hirtelenjében bevezetett 
számegyenesen ábrázolásra. Az újgenerációs 
tankönyvekhez készült tanári kézikönyv (OFI, 
2017c, 5. o.) megfogalmazza, hogy „az iskolai 
matematikatanítás csak úgy lehet hatékony, ha 
az ismeretek közvetítése a tanulók mindenna-
pi életéből, környezetéből vett tapasztalatokra, 
tárgyakkal való manipulációjára épül.” Ezt a 
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törtek értelmezése esetén nem látszik meg-
valósulni. „A hiányos matematikai ismeretek 
akadályát jelentik a modellalkotásnak, és ezzel 
az alkalmazásnak is” (OFI, 2017c, 5.o).

A törtek matematikadidaktikai szempontú 
értelmezésének legalább 5 formája van. Az 
első a C. Neményi Eszter által is említett egy-
ségtörtek és ezek többszörösei, ez a nemzet-
közi irodalomban rész-egész néven szerepel. 
A „második értelmezés” a hányados néven 
lelhető fel külföldi kutatásokban, ami irányul-
hat az osztás eredményére vagy magát a fo-
lyamatot emeli ki. 

C. Neményi Eszter (2008) egyetemi jegyze-
tében is megjelenik a tört helye a számegye-
nesen. A számegyenest korábban úgy hoztuk 
létre, hogy egy-egy pontjához hozzárendel-
tünk egy-egy természetes számot, úgy, hogy a 
szám a pontnak a 0-tól mért távolságát jelent-
se pozitív irányba. C. Neményi Eszter (2008, 
119. o.) így fogalmaz ezzel kapcsolatban:

Annak ellenére, hogy a mérésből 
indultunk ki, mégis nagyobb fokú 
absztrakciót kíván, hogy egy ponthoz 
rendeljünk hozzá egy számot, mint 
amikor egy szakasz hosszát jelöljük 
vele. A törtszámok számegyenesen 
való elhelyezkedését is a 0-tól való 
távolságra építjük. Nem a szakaszhoz 
rendeljük azonban az adott egységgel 
mért hosszát, hanem egy ponthoz, 
ami ilyen messze van a 0-tól. Emellett 
azonban a számegyenes több konkrét 
tartalmú ismeretet fog össze, ezért nem 
kell siettetni.” 

A nemzetközi irodalomban ez a megköze-
lítésmód a mérés nevet viseli. A gyermekek 
ötödik osztályban közvetlenül a „második ér-
telmezés” után ismerkednek vele. 

C. Neményi Eszter (2008) jegyzetében úgy 
fogalmaz, hogy „a számok arányát szintén 
tört fejezi ki, ez a törtfogalom harmadik – 
[nálunk már a negyedik] – értelmezése.” (126. 
o) Jellemző, hogy ezzel a megközelítésmóddal 
sem foglalkoznak alsó tagozaton, ám az OFI 
(2016a) újgenerációs tankönyvben a törtekkel 
foglalkozó fejezet első oldalán már megjele-
nik. A nemzetközi irodalomban ez az arány 
nevet viseli.

A matematikaoktatással foglalkozó alap-
vető szakirodalom említi még a műveletet, 
ami azt a szituációt hangsúlyozza, amiben a 
racionális számoknak mennyiségeket növelő/
csökkentő szerepe van. Ez C. Neményi 
Eszternél nem jelenik meg, de Ambrus (2013) 
említi a törtek értelmezésénél a tanárképzés-
ben használt módszertani jegyzetében.

Megvizsgálva a NAT 2012-t, az kijelenti, 
hogy az alsó tagozaton az ismeretszerzés-
nek szinte kizárólagos útja az induktív út. C. 
Neményi Eszter (2008, 120.o) úgy vélekedik: 
„A törteknek ezzel a második értelmezésé-
vel kapcsolatban nehezebb szemléletes képet 
alkotni, mint az elsővel. Ezért nem is feltét-
lenül kell hangsúlyosan találkozniuk vele 
a gyerekeknek már az alsó tagozaton.” Ezt 
erősíti meg Czeglédy István (2000) a mate-
matika-tantárgypedagógia jegyzetében, aki 
szerint alsó tagozaton a törtfogalom kialakí-
tása csak elkezdődik sok manipulációval, já-
tékos feladatokkal, és majd ötödik osztályban 
mutatjuk meg a gyermekeknek a törtek kétfé-
le értelmezést.

Peller József (2011) is megemlíti, hogy a 
(magyar) oktatási gyakorlatban általában az 
első értelmezést választják. Véleménye sze-
rint a gyerekek az első értelmezést annyira 
megszokják, hogy a másodikat már nehezen 
értik. Javaslata szerint ennek úgy vehetjük 
elejét, ha a törtek mindkét értelmezését meg-
mutatjuk a tanulóknak megfelelő modell vá-
lasztásával.

A törtek tanításához kapcsolódó 
eredmények a nemzetközi 
szakirodalomban

A törtek tanításával kapcsolatos neveléstu-
dományi kutatási eredmények szemezgetése 
előtt fontos visszakanyarodnunk a számok 
hármaskód-elméletéhez, olyan értelemben, 
hogy a természetes számok mellett vajon 
a törtszámokra is létezik-e hasonló. Jacob, 
Vallentin és Nieder (2012) fMRI-vizsgálatának 
eredményei szerint a törtszámok éppen azo-
kat az agyi területeket aktivizálják, amelyeket 
a korábbi kutatások az egész számokhoz kap-
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csoltak. Ez azt jelenti, hogy van egy neuron-
hálózat, amely a kimondott törtszám-név 
tárolásáért és felidézéséért felelős; van egy 
terület, amely a törtszám reprezentációjáért, 
és van egy harmadik, amely a leírt törtszám-
nevet az előző kettőhöz kapcsolja. Az olvasó 
önmagán is könnyen elvégezheti azt a kísérle-
tet, miszerint egy leírt törtszám olvastán au-
tomatikusan kimondjuk a törtszám nevét, és 
szerencsés esetben (ha a szövegkontextus ezt 
igényli) egy megfelelő mennyiségreprezentá-
ciót is társítunk hozzá. Látván leírva a 

4
3  tör-

tet, számunkra természetes, hogy „három-
negyed” néven kiolvassuk, és ha szükséges, 
el tudjuk képzelni egy adott helyzetben, mit 
jelent, ha például a lakosság 

4
3  része városok-

ban él. A törtek mennyiségi reprezentációiról 
önmagunk számára is nehéz számot adnunk. 
A vizuális reprezentációk is sokfélék lehetnek, 
akár vonalakkal, akár szalaggal, és ezen belül 
vízszintes vagy függőleges helyzetűn, vagy 
akár kördiagramon képzeljük el, mit jelent a 
lakosság háromnegyed része. Jacob, Vallentin 
és Nieder (2012) kutatása alapján a tanítás 
feladataként rögzíthetjük, hogy a törtszámok 
tanításában is háromféle modalitású infor-
mációt kell egymással összekapcsolnunk. A 
természetes számok esetében a számok ne-
veihez évek során kapcsoljuk a számok le-
írt alakját és igyekszünk hozzájuk megfelelő 
mennyiségi reprezentációkat kialakítani. A 
kisebb természetes számoknál a mennyisé-
gi reprezentációk a számok leírása nélkül is 
pontosan kapcsolódnak a szám nevéhez a két 
kezünkön megszámolható mennyiségnél. A 
pápua okszapmin törzsnél például a testszá-
molás sémája 27-ig teszi lehetővé a számok 
nevének és a hozzájuk kötődő, jól vizualizál-
ható mennyiségeknek összekapcsolását (ld. 
Saxe, Dawson, Fall és Howard, 1998). Hason-
ló a helyzet az egységtörteknél, amelyeknél 
egy szakasz vagy egy körlap (vagy akár más-
fajta vizuális mennyiségreprezentáció) része-
ihez kapcsoljuk a törtszámok kimondását az 
óvodás kor végétől kezdve. 

Mindezek alapján adódik a következte-
tés, hogy a természetes szám fogalmának 
alakulásához hasonlóan a törtszám-fogalom 

fejlődésében is kulcsszerep jut a vizuális rep-
rezentációknak. A vizuális reprezentációk 
szerepe egyre jelentősebb súlyúvá válik a ma-
tematikatanításban. Csíkos, Szitányi és Ke-
lemen (2012) tanulmányának idevágó részei 
kiemelik, hogy nem önmagában a vizualitás 
mindenek fölötti elsőbbségét emeli ki a szak-
irodalom, hanem Hegarty és Kozhevnikov 
(1999) kutatása alapján legalább kétféle vizu-
ális reprezentáció kap szerepet a matemati-
kai gondolkodásban: sematikus és piktoriális 
reprezentációk. Világos, hogy a törtszám-fo-
galomhoz sematikus reprezentációk szüksé-
gesek, és – ahogyan utaltunk rá – ezek jel-
lemzően vízszintes vagy függőleges vonalak, 
szalagok, esetleg kördiagramok. (Természe-
tesen a piktoriális reprezentációk is jelentő-
sek lehetne a törtszám-fogalom adott fejlődé-
si szakaszában: előfordulhat, hogy a negyed 
egységtört tartósan az óra számlapjához vagy 
akár egy pizzaszelethez kapcsolódik.) Mivel 
az egyéni különbségek a törtszám-fogalom 
fejlődésében is jelentősek, csakúgy, mint a fo-
galom alkotóelemeként kiépülő vizuális rep-
rezentációk, logikusnak látszik a sokféle rep-
rezentációt felhasználó szemléltetést.

A racionális számok tanításában a 
multimodalitás szerepéről Chanine (2013) 
úgy vélekedik, hogy a különböző módszerek 
használatának hatása a diákok esetén fej-
leszti a törtes tudást. A kvantitatív és a kva-
litatív elemzésekből származó bizonyítékok 
alátámasztják azt az állítást, miszerint több-
féle módszert alkalmazva megkönnyítjük az 
alapvető törtes fogalmak megértését. Ha csak 
a szimbólumok használatát hangsúlyozzuk, 
akkor az korlátozott képet ad a törtekről. Elő-
fordulhat, hogy a törtek helyett csak számje-
gyeket látnak, és így nehéz összehasonlítani 
például a különböző alakúra vágott dara-
bok képe által képviselt törteket. Ennek 
megfelelően a diagramok használata sem 
sokat segít az azonos nagyságú törtek felis-
merésében, csakúgy, mint az az algoritmus, 
amelyben a számlálót és a nevezőt ugyanaz-
zal a számmal szorozzuk. A tanulmányban az 
alapfeltevés az, hogy a multimodalitás hasz-
nálata a racionális számok tanítása során biz-
tosítja az ilyen fogalmak megértését és javítja 
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a diákok teljesítményét. Többféle módszert 
alkalmazva mérsékelték és következésképpen 
áthidalták a törtek konkrét ábrázolásának 
és az absztrakt kapcsolatok szétválasztását. 
Monk (2003) szerint nem az a cél, hogy ki-
válasszunk egy vagy két reprezentációs for-
mát a diákoknak, amit megtanítunk nekik és 
ezt használjuk minden helyzetben, hanem az 
volna ideális, ha egy adott kontextushoz és 
célhoz különböző reprezentációkat alkalmaz-
zanak.

A törtek iskolai tanításának módszerei 
idővel változtak. Az 1970-es évek előtt a tör-
tek elméleti oktatására helyezték a hangsúlyt, 
és ezt formálisan mutatták be a tanulóknak. 
Streefland (1990) említi Dienes Zoltán 1967-
ben megjelent könyvét a „Fractions – An 
Operational Approach”-ot, amelyben a törtek 
tanításának nagyon formális példáját mutatja 
be. Dienes Zoltán a világ számos országába 
dolgozott matematika – didaktikusként és 
nemzetközi hírnevet szerzett. Széles körben 
publikált a matematikatanulás lélektanáról; 
tanárok százaival és gyermekek ezreivel dol-
gozott. Fő célja az volt, hogy a megértést ter-
jessze, és lelkesedést keltsen. Munkája során 
rengeteg játékos taneszközt fejlesztett ki. 

Az 1980-as években indultak nagyszabású 
nemzetközi kutatások a diákok nehézségei-
nek feltárására a matematika különböző te-
rületein. A törtekre vonatkozó ismeretek és 
készségek vizsgálata (pl. Ekenstam & Greger, 
1982; Kerslake, 1986) megmutatta a törtek 
fogalmának összetettségét és a megfelelő 
megértés nehézségeit. A tanárok egyre in-
kább tudatába lehetnek annak, hogy a törtek 
témája nehéz a tanulók számára és nagyobb 
figyelmet kell fordítani a törtek fogalmának 
kialakítására. Az utóbbi évtizedben a törtek 
tanításának különböző intuitív aspektusai ke-
rültek a középpontba, ilyen a rész-egész, a há-
nyados, a mérés, a művelet és az arány. 

Alajmi (2011) három olyan ország 
matematika tankönyvét hasonlította össze, 
akik különböző szinten teljesítettek a TIMSS 
(Gonzales és mtsai, 2008; Mullis és mtsai, 
1997) negyedik osztályos mérésén. Japán ki-
emelkedően, az USA az átlag körül és Kuvait 
az átlag alatt. Vizsgálatában a törtek tanítását 

vette górcső alá, mikor és hogyan kezdenek 
a törtekkel foglalkozni, milyen típusú felada-
tokat alkalmaznak és mennyit ismételnek. Ja-
pánban csak harmadik osztályban vezetik be 
a törteket és akkor is a lineáris modellt hasz-
nálják (hosszúságmérés méterben), vagy a 
méréshez kapcsolják a tört értelmezését (fo-
lyadékok mennyisége literben). Az USA-ban 
és Kuvaitban már első osztályban találkoznak 
a törtekkel, konkrét dolgokon keresztül mu-
tatják be a törteket. Különösen Kuvaitban, 
néhány területmodell képi reprezentációján 
keresztül kerül bevezetésre a tört. Ezek a tan-
könyvek a számítási módszerek sztenderd al-
goritmusára fókuszálnak. Minden országban 
külön fejezetben foglalkoztak a törtekkel. A 
japán könyvek lényegesen kevesebb időt for-
dítanak a törtek tanítására, de azt úgy teszik, 
hogy hogy a gyermek életéből választanak 
problémát, vagy egy világjelenségre hívják 
fel a figyelmet, és ennek megoldására ösz-
tönzik a tanulókat. Japánban a számegyenes 
használatára helyezik a hangsúlyt, ez segíti a 
tanulókat a törtek megjelenítésében és ös�-
szehasonlításában. A törtek területmodelljét, 
mint például a rész-egész értelmezést, csak 
a vegyes szám összeadásánál, kivonásánál 
használják. Az amerikai könyvek az első há-
rom évfolyamon csak modelleket használnak, 
de ötödik osztályra hirtelen absztrakttá válik 
és lényegesen lecsökken a modellhasználat. 
Nagyobbrészt a területmodellt használják és 
a számegyenes csak a feladatok 20 %-ában je-
lenik meg. A japán könyvek gyakran mutat-
nak a gyermekeknek két megoldási módot és 
azt kérik tőlük, hogy hasonlítsák össze a két 
eljárást. A kuvaiti és az amerikai könyvek lé-
nyegesen többet ismételnek a korábbi évek 
anyagából, mint a japán. 

Alajmi (2011) az alábbi következetéseket 
vonta le: a törtek korai bevezetése és ismét-
lése nem feltétlenül jelenti azt, hogy jobban 
fog menni a tanulás. Mind a kuvaiti, mind 
az amerikai diákok nehézségekbe ütköznek a 
szabályok alkalmazása során. A National Re-
search Council (2001) ajánlását is figyelembe 
véve a törtek bevezetésével célszerű lenne 
megvárni a negyedik osztályt. Fontos len-
ne, hogy megmutassuk a diákoknak, hogy a 



G
YERM

EK
N

EV
ELÉS – online tudom

ányos folyóirat
Korszerű kom

plex m
atem

atikatanítás, 2018/1
A törtfogalom fejlődésének segítése az alsó és a felső tagozat határán

95

törteknek az ő életükben is van jelentőségük. 
Az oktatásnak hangsúlyt kellene helyezni a 
törtek értelmezésére és a törtek nagyságának 
megértésére. A tankönyveknek a lineáris mo-
dellek használatára kellene összpontosítani-
uk, segíteniük megérteni és összehasonlítani 
a törtek nagyságát.

A valós életből vett problémák fontosak a 
megértés folyamatában, áthidalják azt a sza-
kadékot, ami az informális és a formális ma-
tematika között van. A választott kontextus-
nak nem feltétlenül kell igazinak lenni, lehet 
akár mesebeli is, mindaddig, amíg értelme 
van a gyermekek számára, és ösztönzik a 
matematizálási folyamatokat, amelyek po-
tenciálisan relevánsak a valósághoz képest 
(Selter, 1998).

Zhang (2014) az egységtörtek értelme-
zését vizsgálta a területmodelltől indul-
va a multimodális megközelítésig. Fejlesz-
tő kísérletében felhasználta Dienes Zoltán 
(1967) módszerét, amely szignifikáns javulást 
eredményezett. Itt jegyzi meg, „hogyha csak a 
területmodellt használjuk vagy ez az elsődle-
gesen használt modell és a többit elhanyagol-
juk, akkor ez valószínűleg korlátozza a tanu-
lók gondolkodását. Nyilvánvalóan itt az ideje, 
hogy áttérjünk a területmodell megközelítés-
ről a multimodális megközelítésre, hogy meg-
bízható fogalmakat alakítsunk ki a törtekről a 
gyermekek fejében” (257. o.).

Összegzés

Elemzésünk folyománya a gyakorlat számára, 
hogy a 4. és 5. osztályos tankönyvek, és ezek-
kel korrelálóan az oktatási megközelítésmó-
dok és módszerek között rugalmas átmenet-
re van szükség. A tanítóképzésben, a tanítók 
továbbképzésein ezzel kapcsolatos teendőnk, 
hogy kitekintést nyújtunk arra vonatkozóan, 
milyen alapokat feltételeznek egyes témakö-
rökben, így például a törtek vonatkozásában 
az 5. osztályos tankönyvek. A felső tagozaton 
oktatók számára pedig fontos bemutatni a 
tanárképzésben és a továbbképzéseken, hogy 
korántsem annyira stabil még 5. osztályos 
korban a törtfogalom, hogy a formalizálás és 

a hányadosként értelmezés gyorsan megva-
lósuljon. Nem csak ezen a területen, hanem 
például a természetes számok számköreinek 
bővítésében is szakadék tátong a taneszkö-
zökben és az alkalmazott módszerekben egy-
aránt.

C. Neményi Eszter azon az úton járt, amit 
Varga Tamás és munkatársai kijelöltek. Varga 
Tamás volt az egyetlen matematika-didaktika 
kutató, aki a teljes általános iskolai tantervet 
és a módszereket egységes egészként tekin-
tette és alkotta meg a komplex matematika-
tanítási módszert. Varga Tamás folyamatosan 
bővítette, ellenőrizte a matematikatanításról 
kialakult koncepcióját és a világ számos ku-
tató bázisával állandó kapcsolatot tartva for-
málta. Átvette és a magyar viszonyokhoz iga-
zította a jó elgondolásokat, eredményeket. A 
legfontosabb, hogy elvetette a formalizmusba 
hajló tévutakat. Ez napjaink matematikaokta-
tásának is megfelelő irányt mutatna. A kezde-
ti időben folyamatos képzést tartott a tanítók 
számára, eredményeit beépítette módszeré-
be. Erre hivatkozva írja C. Neményi Eszter 
(2002b) a matematika tantárgy helyzetének 
elemzésében: „Igen nagy jelentősége lenne 
annak, hogy folyjanak nagyobb számban tan-
tárgy-pedagógiai kutatások annak még haté-
konyabb alátámasztására, hogy a 6–10 éves 
gyerekek ismeretelsajátítási folyamatát és 
kognitív képességei fejlődését milyen módon 
lehet a tanítói munkában szolgálni. Hogy ne 
lehessen – tudatlanságból vagy egyéb okok-
ból – olyan módszereket kínálni és alkalmaz-
ni, amelyek hátráltatják a gyerekek fejlődését, 
fogalmi rendszerük épülését.” Megállapítását 
kiegészíthetjük, hogy a felsőbb évfolyamok-
ra ennek ugyanúgy igaznak kellene lennie. A 
törtfogalom-tanítás egyik problémájának át-
tekintése során végül ahhoz a merész követ-
keztetéshez is eljuthatunk, hogy a 21. század-
ban egy Varga Tamás komplex szemléletét 
tükröztető matematikaoktatásnak a sokféle 
vizuális reprezentáció felhasználásán kell ala-
pulnia. Ha ehhez még hozzátesszük, hogy a 
sokféle vizuális reprezentációról való beszéd, 
a róluk való gondolkodás alsó tagozatos kor-
tól megragadható lehetőség a matematika-
órákon, akkor máris az emberi gondolkodás 
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stratégiai összetevőinek átfogó fejlesztéséhez 
jutunk. Ez a gondolatmenet a törtfogalom 
alakításának alsó-felső tagozat közötti átme-
netében felbukkanó problémán keresztül az 
oktatás kultúrájának általános kérdéseihez 
vezet el.

Köszönetnyilvánítás
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Fostering the concept of fractions at the boundary of primary and lower secondary school 
grades

This paper focuses on the ways of fostering the concept of fractions. The main concern to be 
discussed is the controversy between the concept of fractions pupils possess at the end of their 
primary school years (Grade 4) and the expectation raised by the textbooks in Grade 5. In 
their primary years, students encounter fractions as either fractions with 1 as numerator or 
the multiples of such fractions – both with various kinds of manipulative or visual aids. To the 
contrary, in Grade 5, fractions immediately appear as rational numbers, i.e., the ratio of two 
whole numbers. In order to appropriately build the concept of fractions in Grade 4, we advise 
to emphasize the so-called “second interpretation” (C. Neményi) of fractions. This “second 
interpretation” of the multiples of fractions with 1 as numerator means that multiples of a unit 
are divided into equal parts according to the denominator. Our message has been approved 
and supported by means of analyzing textbook passages and results available in the interna-
tional literature.�  
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