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A tortfogalom fejlodésének segitése az also és

a felso tagozat hataran
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A tanulmdny a tortfogalom fejlédésének segitésérdl szol. Megoldandé probléma, hogy az
also tagozat végére, 4. osztdlyban a tanuldk jellemzden egyféle tortértelmezéssel taldlkoznak:
egységtortek és ezek tobbszorosei keriilnek eld, dltaldban tobbféle manipulativ és képi szem-
léltetés mellett. Ehhez képest 5. osztdlyos kortdl a tortek a raciondlis szamok halmazdnak
képviseldiként keriilnek eld, két egész szdam hdnyadosaként. Ahhoz, hogy az alsé tagozaton
kialakult tortfogalom megfelelden segitse a felsd tagozatos tanulmdnyokat, sziikségesnek
ldatjuk a C. Neményi Eszter dltal ,mdsodik értelmezésnek” nevezett tortértelmezés hangsii-
lyosabb megjelenését. A tortfogalom mdsodik értelmezése azt jelenti, hogy valamely egység
tobbszordseinek valahdnyad részeként tekintiink az egységtortek tobbszoroseire. Javaslatunkat
tankonyvrészletek elemzésével és a nemzetkézi szakirodalomban megjelent kutatdsi eredmé-
nyekkel tdmasztjuk ald.

Kulcsszavak: tortfogalom, alsé tagozatos matematika, felsd tagozatos matematika, szemlél-

tetés, tankonyvelemzés

A tortfogalom fejlodésének segitése az
also és a felso tagozat hataran

Gyakran halljuk az éltalanos iskola felsé ta-
gozatan oktaté matematikatandroktdl, hogy a
tanulok fejletlen tortfogalommal érkeznek az
alsé tagozatrél: a tanulék szdmdra egydltalan
nem nyilvanvalé példdul, hogy a hiromne-
gyed az nem csupan a negyed haromszoro-
sa, hanem hdrom egésznek a negyedrésze is.
(S6t, bar talan nem vdrja el a felsé tagozat az
alsé tagozattdl ennek megmutatasat: a harom
és a négy hdnyadosa.) Mig az als6 tagozatos
tankonyvekben a tortekkel sok konkrét te-
vékenység kozben, a mozgds, latés, tapintds
élményét kihasznalva foglalkozunk, addig az
5. osztalytol kezdve elkezdjiik a torteket raci-
ondlis szamokként kezelni; az alsé tagozaton
megszokott szamkor-bévitést (amely a ter-
mészetes szamok vildgan belil tortént) szam-
halmazok béviilé korei valtjak fol. A Nemzeti
alaptanterv el6irdsa, hogy 4. osztaly végére a
2, 3,4, 10 és 100 nevezdjli torteket ismerjék a
tanul6k a mindennapi életben.

Meglehetdsen régi felismerés a hazai ma-
tematikadidaktikdban (Id. pl. C. Neményi,
2002a) hogy az alsé tagozat vége és a felsé tago-
zat kezdete kozott hidnyzik a szerves dtmenet.
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Nemcsak a minden iskolai évfolyamot érinté
nyarvégi teljesitmény-visszaesés, nemcsak
a szakos tandri rendszerre atdllds, hanem
magdnak a matematika tananyagnak a
szervezOdése okozza, hogy minden szerepld
jelent6s, hirtelen ugrdsnak érzi, ami 4. és
5. osztaly kozott torténik. C. Neményi,
Radnainé Szendrei és Varga (1981) az utolsd
hazai kozponti, el6iré tanterv matematika
fejezetének szerz6i makacsul ragaszkodtak
ahhoz, hogy a fejlesztési feladatokat 1-3.,
majd 4-5. osztalyokra jeloljék ki, eltéréen
a kozponti tanterv Osszes tobbi fejezetétdl,
amelyek alsé és fels6 tagozat kozott jeloltek
ki fejlesztési hatart. Ugyanakkor a nehezen
mozdulé iskolai gyakorlat az altaldnos isko-
la 5. osztalyat olyan mérfoldkéként kezeli,
amely a formalizaltabb matematikatanulds
bevezetésével jellemezhetd.

A formalizalt matematikaoktatds kritika-
jat a holland realisztikus matematikai moz-
galom egyik nagy alakja, Treffers (1. Van den
Heuvel-Panhuizen, 2000) a horizontélis és
vertikdlis matematizalds fogalmaval érzé-
keltette. Mig a horizontdlis matematizalas a
matematikai és a minket koriilvevé kozotti
kapcsolatok megteremtésével, matematikai
modellezésével valésul meg, addig a verti-
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kalis matematizdlds a matematikai fogalmak
rendszerén beliil maradva épiti tovabb a ma-
tematikai tuddst. Problémét az jelent, ami-
kor a vertikalis matematizalds tulsulya azzal
jar egyltt, hogy mar elveszitjiikk a kilvildag
matematikai modellezésének igényét, és
maguk a matematikai jelek és fogalmak
valnak a matematikai gondolkodds szinte
kizdrélagos nyersanyagavd. Minduntalan
visszajutunk Bruner elképzeléseihez, aki a
kilonb6z6 tudasreprezentaciés formak egy-
mast segité kapcsolataival képzeli el nemcsak
a matematikatanitast, hanem altaldban véve
az iskolai oktatast. A bruneri értelemben vett
enaktiv (mozgasba, cselekvésbe irt), ikonikus
(valamely érzékszervi modalitas dltal generalt
képzet) és szimbolikus (els6sorban nyelvi,
vagy — kiilénosen a matematikdban — mas
egyezményes kodrendszerben) tdrolt tudds-
formak egyiittes fejlédése és fejlesztése lat-
szik a leghatékonyabbnak (Sriraman és Eng-
lish, 2005).

Mit tehetlink az alsé tagozat végén azért,
hogy a tortek tanulésa a felsé tagozaton egy-
szerre konnyebb és ugyanakkor szakmailag-
matematikailag tovébbra is megalapozott
legyen? Tanulmanyunkban ezt a kérdést
igyeksziink kortljarni a hazai, elsésorban C.
Neményi Eszter munkdssagdban lefektetett
didaktikai hagyomanyra, valamint a témakor
Ujabb nemzetkozi szakirodalmara épitve. Té-
mank szlikre szabottsaga arra sarkall minket,
hogy rogtéon ramutassunk két dltalanosita-
si lehetdségre. Egyrészt a tortek tanitdsdnak
problémadja az alsé és felsé tagozat kozotti
atmenet dltaldnos oktatds-moédszertani ne-
hézségeit hivja elénk. Mdasrészt a tortek tani-
tasaban uralkodé multimodalis felfogas mas
matematikai témak, s6t, mas tantargyak sza-
mara is tanulsdgokat rejt.

Fogalmi kérdések a tortek tanitasanak
oktatas-mddszertanaban

A Matematika Tantargypedagdgiai Fiizetekben,
amely sorozat Karpat-medence-szerte a tani-
toképzés fontos forrasmunkdjat jelenti, C.
Neményi Eszter (2008) a tortszamok tanitdsa-
rol sz016 részt két nagy egységre osztja, nagy-

jabdl két egyforma terjedelmiire. Elséként
az egységtortek megismerésérdl, a tapaszta-
latszerzés a fogalomalakitas 1épéseirdl ir, és
ezt koveti az egységtortek tobbszoroseivel is-
merkedés. E méasodik nagyobb egység végén,
két oldalon foglalkozik a torteknek azzal az
értelmezésével, amelyben az egységtortek és
azok tobbszorosei feldl haladassal szemben
két egész szam hanyadosaként értelmezziik a
torteket.

Amikor altalanos iskolai matematikai ta-
nulmdnyaink sordn szdmhalmazokrél tanul-
tunk, akkor a raciondlis szamok halmazanal
talalkoztunk azzal, hogy a raciondlis szamok
felirhatok két egész szam hanyadosaként. A
kétharmad példdul racionalis szam, mert ket-
tét harommal osztva megkapjuk, de ugyanigy
a kettd is raciondlis szadm, mert mondjuk négy
osztva kettével alakban megkaphaté. Fiigget-
leniil azonban a racionalis szamok szoros ér-
telemben vett matematikai értelmezésétdl, a
pedagoégia szamadra igazan izgalmas kérdé-
sek a raciondlis szadmok, ezen beliil a ,valodi”
tortszamok mentalis reprezentaciéval kap-
csolatosak. Valodi tortnek a matematikdban
— kissé régiesen — a nulla és egy kozotti raci-
ondlis szadmokat hivjuk.

C. Neményi (2008) a tortszamok tanitisara
kétféle megkozelitést targyal, am ezek kozil az
egyiket fejti ki részletesen, és ajanlja a gyakor-
lat szamdra, mig az ugynevezett ,masodik ér-
telmezésrél” egy rovid attekintést ad, azzal az
instrukciéval, hogy ,van olyan elképzelés, amely
szerint ezt a megkozelitést lenne érdemes el6bb
kidolgozni, s csak aztan kapcsolni hozza a ma-
sikat” (120. o). Ez a gyakorlatban azt jelentené,
hogy egész szamok hanyadosaiként vezetnénk
be a torteket, majd ebbdl a megkozelitésmodbol
specidlis esetként adédndnak az egységtortek,
melyek az elsd, részletesen kifejtett megkozeli-
tésmad alapjat szolgaltatjak. Ugyanott igy foly-
tatja: ,Lehetséges, hogy azoknak a gyerekeknek,
akik a szdmok sokféle »miveletes alakjaval«
kordn megbaratkoznak, nem okozna gondot ez
az épitkezés sem. Személyes tapasztalat hijan
azonban nem tudjuk meggy6z&déssel javasolni
ezt a sorrendet.” (uo.)

A tankonyvekbdl rekonstrudlhaté hazai
korkép utdn a nemzetkozi szakirodalomban
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rendelkezésre 4all6 empirikus eredmények
attekintésével igyeksziink kovetkeztetéseket
levonni a hazai tanitasi gyakorlat szamara.
A nemzetkozi szakirodalom attekintésével
egyrészt kideriilhet, hogy nem sziikséges éles
fogalmi vélasztévonalat tenni a kétféle tortta-
nitds kozé, azaz az egységtortek tobbszorosei
és a két egész szam hanyadosara épité felfo-
gasok kozott nem feltétlentl van éles hatdr-
vonal. Ami viszont bizonyos, hogy a tortek
tanitasaban a ,multimodalis” felfogas elsébb-
ségét igazolja a szakirodalom (6sszhangban
C. Neményi Eszter felfogasaval), és ezen be-
lil vannak tovabbi drnyalatok (szamitégépes
tamogatas, a konkrét tartalmi teriiletek, ahol
tortek megjelennek: pl. csoki, 6ra, hosszusag).

A tortek tanitdsa az alsé tagozaton kezdé-
dik, de a tortfogalom kialakuldsa mar megkez-
dédik az 6vodas korban. Magyar nyelvi publi-
kaciokbdl is megismerheté mar a természetes
szamok agyi és mentdlis reprezentdcidira
vonatkozdé hiarmaskdd-elmélet, amely els6-
sorban Stanislas Dehaene nevéhez kothetd
(. Csikos és Dobi, 2001). Ez alapjan a mate-
matikadidaktika gyakorlatat is egyre inkabb
athatja az a felismerés, hogy idegrendsze-
riinkben kiilonboz6 helyek felel6sek a termé-
szetes szamok tdroldsdért és felidézéséért. A
szam kimondott neve az egyik forras, és ezzel
magyarazhaté, hogy a szamolds lényegében
mindenkinél egy nyelvhez kétédik, amely
nyelven elséként megjelennek a szdmok ne-
vei. Ez legtobbszor az anyanyelv, de ha az is-
koldztatds mas nyelven torténik, az iskoldban
hasznalt nyelven. A szdmok puszta neveit
ugyan mar az 6vodasok is képesek kantalni
(szammonddkéakkal), de a szamnevekhez
kot6d6 mennyiségreprezentaciok kialakuldsa
éveket vesz igénybe. Az ujjak, a dobdkocka
pottyei, késébb a mentdlis szdmegyenes
jelentik a legkézenfekvébb reprezentacidk
bazisat. Iskoldskorban csatlakozik ehhez a két
kédhoz harmadikként a szamok leirt alakja,
a mi kultirdnkban ma elsésorban az arabnak
nevezett szamok. Vajon van-e hasonlé
hdrmas rendszer a tortszamokra?

Az bizonyos, hogy a tortek nevei is el6bb
megjelennek a gyermeki szdéhasznalatban,
mint a hozzajuk kot6dé mennyiségreprezen-
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tacié vagy szimbolikus jel6lés. Legnagyobb
eséllyel a ,fél’; ,fele” tortszdmokat fogjak a
gyermekek els6ként haszndlni. A négyévesek
pontosan végre tudjak hajtani azt az utasitast,
hogy adja a babanak a siiteménye vagy a piz-

zéja felét. Ugyanakkor az - del vagy a %—
del hét éves korig varnunk kell (Siegler, Fazio,
Bailey és Zhou, 2013). A gyerekek a minden-
napi életiik sordn sokféle tapasztalatot szerez-
nek a mennyiségekrol. ,Mire iskolaba lépnek
a gyermekek, dltaldban mar vilagos fogalmuk
van a félrél, s6t a negyedrél is” (Peller, 2011,
130. 0.).

Kérdés, amelyre a valaszt csak a legutobbi
években taldlta meg az emberiség (1. késGbb,
a nemzetkozi szakirodalommal foglalkozé
részben), hogy az agyunkban a tortszamok
vajon a természetes szamokhoz hasonlé har-
mas koddal vannak-e jelen. A kérdés a ma-
tematikadidaktika szempontjdbdl is jelentds,
mert el6fordulhat, hogy a természetes sza-
mok harmas rendszerére épil a tortszamok
agyi reprezentdciodja, és ebben az esetben a
fejlesztés analogidja a C. Neményi-féle ,ma-
sodik értelmezést” tamogathatja.

A tortek tanitasanak iskolai
gyakorlata Magyarorszagon a
tankonyvek tiikrében

Az dttekintés végén latni fogjuk, hogy a mai
napig a C. Neményi Eszter dltal javasolt fel-
épités jelenik meg a magyar kozoktatasban.
Alsé tagozaton a tortek értelmezése esetén
szinte kizarélag az els6 értelmezést tanitjak, a
»masodik értelmezést” egyes tankényvek meg
sem emlitik, mas konyvek tesznek réla emli-
tést, de csupan néhdny javaslat jelenik meg a
kézikonyvekben, hogy célszeri megmutatni a
»masodik értelmezést. Feladatokat nem, vagy
alig taldlunk erre. Az egységtortek tobbszoro-
seinek vizsgalata altaldban 4. osztalyra marad.
Minden tankényvben megjelenik valamilyen
szinten, de alig talalunk hozz4 feladatokat.

C. Neményi Eszter azon felvetése, hogy a
szamok sokféle ,muveletes alakjaval” ismer-
kedjenek meg a gyerekek, inkabb a felsé ta-
gozaton képzelhetd el. Ott viszont jé lenne,
ha a ,multimodalis” felfogds megjelenne és a



A tortfogalom fejlddésének segitése az alsé és a felsé tagozat hataran

kilonféle (immar nem egy vagy kétféle) értel-
mezések kozotti kapcsolatot is hangsulyoz-
nank. Ezt tobb nemzetkozi kutatds igazolta.
Tobbek kozott Moseley (2005) tanulménya
szerint, a tanuldk raciondlis szdm megérté-
se novekedett, ha tobbféleképp tanitottdk a
torteket, nem csak rész-egész helyzetben. A
TIMSS vizsgélatai is ramutattak (Brenner és
mtsai 1997; Mullis és mtsai, 1997), hogy a
kiemelkedd teljesitmény(i nemzetek didkjai
— szingapuri vagy japan — rugalmasan értel-
mezték a raciondlis szamokat.

Mar Beke Mané (1909) a magyar matema-
tikatanitds reformjanak vezet6é egyénisége is
foglalkozott a XX. szazad elején azzal a kér-
déskorrel, hogy a tortek tanitasa hogyan kez-
dédjon. A kozonséges és a tizedestortek tani-
tasa kozil a kozonséges tortekkel valéd inditas
mellett foglalt allast. Vita targyat képezte az
is, hogy egyaltalan tanitsanak-e torteket.

~Még azon is vitatkoznak sokan,
hogy kell-e tortszdmokat tanita-
nunk? Mdsok meg azt a kérdést
feszegetik, hogy mit kell elébb tani-
tanunk, a kozonséges torteket-e vagy
a tizedes tirteket? Es kuruczok meg
labanczok, welfek és ghibellinek nem
vittak elkeseredettebb harczokat, mint
az ujabbkori szdmtani methodika e
vitds kérdéseinek szovivdi... A kozon-
séges tort ismeretének okvetlentiil meg
kell eléznie a tizedes tortét. Mdr csak
azon egyszerii okbdl is, hogy az egysze-
ritbb, a természetesebb elézze meg a
complikdltabbat. De meg a gyermek
tapasztalati korében is elébb jelent-
kezik a kozonséges tort, mint a tizedes
tort” (Beke, 1909, 169.0.)

Ezt a gyakorlatot a mai napig megtartot-
tuk, alsé tagozaton kezdenek ismerkedni a ko-
zonséges tortekkel. Az elsé értelmezésben az
egységtortekkel, majd ezek tobbszoroseivel.
Késébb jelenik meg a ,masodik értelmezés”.
Ma mar nem vonjak kétségbe, hogy sziiksé-
ges megismerkedniiik a gyermekeknek a tor-
tekkel. Ugyanakkor az elsajatitasanak maéd-
jaban nem taldlunk egységes allasfoglalast.
A jelenleg a piacon taldlhaté tankonyvek és
modszertani utmutaték megosztottak abbdl
a szempontbdl, hogy milyen mértékben és

hogyan épitik be a tortfogalom tanitasdba
a C. Neményi-féle masodik értelmezést, de
hozza kapcsol6do feladatokat, vagy akar vi-
zudlis megjelenitést elvétve taldlunk csak az
alsé tagozatos tankonyvekben. A tanitékkal
folytatott beszélgetésekbdl altalaban az deriil
ki, hogy csak az ,okos gyerekeknek” szoktdk
megmutatni a masodik értelmezést.

Ha atléptink a felsé tagozatra, az 6todik
osztalyban megjelenik a ,masodik értelme-
z€s’, és rohamléptekben a tobbi is, de taldn
nem kap kell6 hangsulyt, nem erésitik kelld-
képpen a gyermekekben, hogy itt tobbfajta ér-
telmezésrdl van szo, és ezek kozott kapcesolat
van. A késébbi sikertelenségek egyik forrdsa
lehet, hogy nem tudatosul a tanul6kban, hogy
a torteknek tobbfajta értelmezése létezik, az
értelmezések kozotti kapcsolat megmutatdsa,
erdsitése és legf6képpen a manipulativ tevé-
kenységek nagyfoku visszaszoruldsa a felsé
tagozaton forrdsa lehet a kozismerten igen
gyenge matematikai teljesitménynek. Dienes
Zoltdn (1973) is hasonléan vélekedik: szerin-
te azért nehéz sokak szdmdra a matematika,
mert a matematikai fogalmakat nem képesek
valamilyen képzethez, tapasztalathoz vagy
targyhoz kapcsolni. Ha a tanuldk ismeretei
valamilyen kordbbi ismerethez, képzethez
kapcsolédnak, akkor konnyebb a felidézés, az
ismeret tartésabbd, alkalmazhatébbd vilik.

Jelen pillanatban tobbféle matematika-
tankonyv van forgalomban Magyarorszagon.
Ezekhez talalunk tanari kézikonyveket, ame-
lyek moédszertani ajanldsokat is megfogal-
maznak. Ha megvizsgaljuk ezeket a konyve-
ket, kézikonyveket, mddszertani ajanlasokat,
néhany kovetkeztetést levonhatunk. Az alsé
tagozat végén jo lenne, ha mar megjelenne a
»masodik értelmezés’, de ez a gyakorlatban
elvétve fordul el6. A felsé tagozaton 6todik
osztalyban tananyag a masodik és a tobbi ér-
telmezés is. De egyrészt tekinthetnek ra agy,
hogy ezt mar ismerik a gyerekek, masrészt ro-
hamléptekben haladva nem jut id6 a fogalom
kialakitdsara, elmélyitésére, arra, hogy valé-
ban megjelenjenek a mentlis reprezentacidk.

A probléma forrasa lehet a tagozat és ta-
ndrvaltas, esetleges egymdsra mutogatds, hi-
szen a tanit6 gondolhatja, hogy majd felsében
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megtanulja, a felsés tandr feltételezheti, hogy
mar alséban megtanulta. Ennek alatdmasz-
tasara, ha beletekintiink a kézikonyvekbe, a
kovetkezoket taldljuk: Torok Tamds (2016)
a tanitéknak szant matematika-kézikony-
vében azt irja, hogy ,a tortek bevezetéséhez
(a természetes, majd az egész szamfogalom
kialakitdsdhoz hasonléan) sem kezdhetiink
absztrakt mddon, targyiasitdst és tevékeny-
séget nélkilozé fogalmak, illetve formalis
muveletvégzési technikdk bemutatdsaval. A
szemléletes Gt megkertilésével a matematikai
ismeretelsajatitds lényegérél, a megértésrél
mondandnk le, amely nyilvdn nem lenne ki-

| emész

véanatos. A tortfogalom alakitasdhoz sok-sok
tevékenységen keresztil megszerezhetd ta-
pasztalatra van sziikség. A NAT (2012) 3—4.
osztalyban tananyagként rogziti a tortsza-
mokkal valé ismerkedést, mennyiségek mé-
részamaként torténé értelmezését. Elvérja
tovabba az ily médon szarmaztatott mennyi-
ségek 0sszehasonlitasi képességének megsze-
reztetését” (A tortfogalom kialakitsa, 5. o.)
Ehhez a szerz6 felajanlja a tortek elsé és ,ma-
sodik értelmezését” is.

Péld4ul a kévetkezé médon mutatja bea 2
értelmezését: *

3 egész
e

leghz%-cdrﬁze

A gyakorlatban is megvalosithaté, kézbe
vehetd, izlelhetd, igazsagérzetiinket is kiszol-
gald osztozkoddst szemléltet a kovetkezd abra,

3
amelyen a 3 kétféle értelmezését latjuk. Ha
valakinek hdromnegyed tébla csokoladé jut,

70%COCOA

ORANE
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3 egész %-rdrésze

akkor lehet, hogy egy tabla csoki negyedének
a hdromszorosat kapja, de torténetbe jobban
bedgyazhato, ha hdrom teljes tabla négy felé
osztasat valdsitiuk meg — mindossze két
felezéssel, vagy egy darab negyedeléssel.
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Az elsé értelmezéshez az egységtortek,
majd ezek tobbszordseinek bevezetése sziik-
séges. A ,masodik értelmezés” szemléltetése
azért kortilményesebb, mert az egészet meg
kell tobbszorozni, és mindegyiken végrehaj-
tani az egyenld részekre osztast. Torok (2016)
is megerdsiti, hogy a tankonyvi feladatok
szinte kizarélag az 1. értelmezéshez kapcso-
l6dnak, ezért néhany osztozkoddsi problé-
man keresztiil célszer(i felfedeztetni, hogy
a C. Neményi-féle masodik értelmezés is
ugyanazt a mennyiséget szamszerusiti.

A hozza kapcsolédd, otodik osztalynak
készilt tankonyv (Csahdczy és mtsai, 2016)
kézikonyve ugy fogalmaz, hogy alsé tagozaton
madr ismerkedtek a kétféle értelmezéssel a
tanulék. A Wintsche alkotészerkesztésével
késziilt wjgeneraciéos OFI-tankonyv (OFI,
2016a) nem utal expliciten az als6 tagozatos
elézményekre.

Masik tankonyvcesaladot (Hajdu és mtsai,
2013, Hajdu és mtsai, 2014) vizsgalva azt ta-
pasztaljuk, hogy otodik-hatodik osztélyban
nagy hangsulyt helyeznek a kétféle értelmezés
és ezek kozotti kapcsolat bemutatasara, de a
manipulativ tevékenységekhez kapcsol6do
feladatok szama itt is alacsony. A tankoényv-
koz irédott programban (Hajdu és mtsai,
2003) igy fogalmaznak: ,Az alsé tagozaton a
tortszam fogalmanak kialakitasa, elmélyitése,
a tortek atalakitdsdnak megtanuldsa, a
tortekkel végzett miveletek értelmezése és
begyakorlasa a fels6 tagozat feladata. Az alsé
tagozatban a fogalmak el6készitését, a szem-
1életi alapozdst végezziik, nem a megtanitas,
hanem a tapasztalatgytjtés igényével.” A felsé
tagozatos program (Czeglédy és mtsai, 2006)
igy fogalmaz: ,A tortek fogalmanak kialakita-
sa alsé tagozaton kezddédik. Ezt az idészakot
a manipuldcidnak és a tapasztalatgytjtésnek
kell jellemeznie. Sem a rafordithaté éraszam,
sem a tanulok fejlettsége, el6képzettsége nem
teszi lehet6vé az absztrakcidt. Az elsietett fo-
galomalkotds hatranyat igazabdl a felsé tago-
zaton éreznénk, elsésorban akkor, amikor a
tanulok olyan ismérveket is a tortek fogalom-
jegyei kozé sorolnanak, amelyek nem tartoz-
nak oda, illetve tobb fogalmi jegyet elhagyna-
nak. A nem kell6en megalapozott ismereteket

a tanul6 konnyen elfelejti, nem képes Gjszert
feladatban alkalmazni (transzferalni)” (80.0.).

A Mozaik Kiadé Sokszinti Matematika
tankonyvcsaladjaban 4. osztdlyban csak az
elsé értelmezéssel talalkozunk. Viszont ez az
egyetlen konyv ahol mér 4. osztdlyban tort-
alakban firjék a torteket (Arvainé és mitsai,
2017), nem olyan médon, mint a tobbi kényv
esetén: 3 negyed. Az 6todik osztalyos tan-
konyvben (Csordds és mtsai, 2017) megjele-
nik a kétféle értelmezés, de hozzakapcsoldédo
feladat nagyon kevés van benne.

A Nemzeti Tankonyvkiadé gondozdsidban
megjelent C. Neményi Eszter 3. osztalyos
tankonyvében (C. Neményi és Weéber, 2008)
az egységtortekkel és ezek tobbszoroseivel is-
merkednek. A negyedik osztalyos konyvben
(C. Neményi és Kdaldi, 2009) a masodik értel-
mezés csak szovegben jelenik meg, rajz nem
késziilt hozza és feladatok sem kapcsolédnak
hozza. Viszont azt is megemliti, hogy az egész
szamok is felirhatok tortalakban.

Az Oktataskutato és Fejleszt6 Intézet gon-
dozasdban megjelent kisérleti, illetve uGjge-
nerdciés tankonyveket és munkaftizeteket
attekintve a harmadik osztalyos taneszkozok-
ben (OFI, 2017a és OFI, 2017b) feladatokon
keresztiil megjelenik nem csak az elsé értel-
mezés, hanem a masodik is, sét talalkozunk
folytonos mennyiségekbdl szarmaztatott tort
értelmezéssel, és a méréssel is. A negyedik
osztalyos taneszkozokben (OFI, 2015a és OFI,
2015b) viszont mar csak az egységtort és en-
nek tobbszordsei dominalnak, néhany folyto-
nos mennyiséggel taldlkozhatunk a feladatok-
ban. Az 6todik osztalyos tankonyvben a tortek
értelmezésének harom definiciéjaval taldlko-
zunk. Korébban csak feladatok voltak. Osszes-
ségében nagyon kevés feladatot tartalmaznak
az otodikes taneszkozok (OFI, 2016a és OFI,
2016b) az értelmezésre, abbdl is csak az els6
értelmezésre, és a hirtelenjében bevezetett
szamegyenesen dbrazoldsra. Az tjgeneracios
tankonyvekhez készilt tanari kézikonyv (OFI,
2017c, 5. 0.) megfogalmazza, hogy ,az iskolai
matematikatanitas csak agy lehet hatékony, ha
az ismeretek kozvetitése a tanulok mindenna-
pi életébdl, kornyezetébdl vett tapasztalatokra,
targyakkal valé6 manipuldcidjara épil” Ezt a
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tortek értelmezése esetén nem latszik meg-
valésulni. ,A hidnyos matematikai ismeretek
akadalyat jelentik a modellalkotasnak, és ezzel
az alkalmazésnak is” (OFI, 2017c, 5.0).

A tortek matematikadidaktikai szemponti
értelmezésének legaldabb 5 formdja van. Az
elsé a C. Neményi Eszter altal is emlitett egy-
ségtortek és ezek tobbszorosei, ez a nemzet-
kozi irodalomban rész-egész néven szerepel.
A ,masodik értelmezés” a hanyados néven
lelhetd fel kiilfoldi kutatasokban, ami irdnyul-
hat az osztds eredményére vagy magat a fo-
lyamatot emeli ki.

C. Neményi Eszter (2008) egyetemi jegyze-
tében is megjelenik a tort helye a szdmegye-
nesen. A szamegyenest korabban ugy hoztuk
létre, hogy egy-egy pontjdhoz hozzarendel-
tiink egy-egy természetes szamot, ugy, hogy a
szam a pontnak a 0-té] mért tavolsdgat jelent-
se pozitiv iranyba. C. Neményi Eszter (2008,
119. o.) igy fogalmaz ezzel kapcsolatban:

Annak ellenére, hogy a mérésbdl
indultunk ki, mégis nagyobb fokii
absztrakciot kivdan, hogy egy ponthoz
rendeljiink hozzd egy szdmot, mint
amikor egy szakasz hosszdt jeloljiik
vele. A tortszdmok szdmegyenesen
vald elhelyezkedését is a 0-tol valo
tdavolsdgra épitjiik. Nem a szakaszhoz
rendeljiik azonban az adott egységgel
mért hosszdt, hanem egy ponthoz,
ami ilyen messze van a 0-t6l. Emellett
azonban a szdmegyenes tobb konkrét
tartalmii ismeretet fog dssze, ezért nem
kell siettetni.”

A nemzetkozi irodalomban ez a megkoze-
litésmdéd a mérés nevet viseli. A gyermekek
6todik osztalyban kozvetlenil a ,mésodik ér-
telmezés” utdn ismerkednek vele.

C. Neményi Eszter (2008) jegyzetében gy
fogalmaz, hogy ,a szamok aranyat szintén
tort fejezi ki, ez a tortfogalom harmadik —
[ndlunk mar a negyedik] — értelmezése.” (126.
o) Jellemz6, hogy ezzel a megkozelitésmdddal
sem foglalkoznak alsé tagozaton, am az OFI
(2016a) tjgeneracids tankonyvben a tortekkel
foglalkozé fejezet elsé oldaldn mar megjele-
nik. A nemzetkozi irodalomban ez az arany
nevet viseli.
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A matematikaoktatassal foglalkozé alap-
vet§ szakirodalom emliti még a miveletet,
ami azt a szitudciét hangsuilyozza, amiben a
raciondlis szamoknak mennyiségeket néveld/
csokkenté szerepe van. Ez C. Neményi
Eszternél nem jelenik meg, de Ambrus (2013)
emliti a tortek értelmezésénél a tanarképzés-
ben hasznalt médszertani jegyzetében.

Megvizsgalva a NAT 2012-t, az kijelenti,
hogy az alsé tagozaton az ismeretszerzés-
nek szinte kizdrélagos utja az induktiv at. C.
Neményi Eszter (2008, 120.0) tgy vélekedik:
»A torteknek ezzel a masodik értelmezésé-
vel kapcsolatban nehezebb szemléletes képet
alkotni, mint az elsével. Ezért nem is feltét-
lentl kell hangsuilyosan taldlkozniuk vele
a gyerekeknek mar az als6 tagozaton. Ezt
er6siti meg Czeglédy Istvdan (2000) a mate-
matika-tantargypedagégia jegyzetében, aki
szerint alsé tagozaton a tortfogalom kialaki-
tasa csak elkezdddik sok manipuldciéval, ja-
tékos feladatokkal, és majd 6todik osztalyban
mutatjuk meg a gyermekeknek a tortek kétfé-
le értelmezést.

Peller Jozsef (2011) is megemliti, hogy a
(magyar) oktatdsi gyakorlatban altalaban az
elsé értelmezést valasztjdk. Véleménye sze-
rint a gyerekek az elsé értelmezést annyira
megszokjak, hogy a masodikat mar nehezen
értik. Javaslata szerint ennek ugy vehetjiik
elejét, ha a tortek mindkét értelmezését meg-
mutatjuk a tanuléknak megfelel6 modell va-
lasztasaval.

A tortek tanitasahoz kapcsolodo
eredmények a nemzetkozi
szakirodalomban

A tortek tanitdsaval kapcsolatos neveléstu-
domadnyi kutatasi eredmények szemezgetése
elétt fontos visszakanyarodnunk a szamok
harmaskéd-elméletéhez, olyan értelemben,
hogy a természetes szamok mellett vajon
a tortszamokra is létezik-e hasonld. Jacob,
Vallentin és Nieder (2012) fMRI-vizsgalatanak
eredményei szerint a tortszamok éppen azo-
kat az agyi tertileteket aktivizaljak, amelyeket
a korabbi kutatasok az egész szamokhoz kap-
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csoltak. Ez azt jelenti, hogy van egy neuron-
hélézat, amely a kimondott tdrtszdm-név
tarolasaért és felidézéséért felelds; van egy
teriilet, amely a tortszdm reprezentacidjaért,
és van egy harmadik, amely a leirt tortszam-
nevet az el6z6 kett6hoz kapcsolja. Az olvasé
6nmagan is konnyen elvégezheti azt a kisérle-
tet, miszerint egy leirt tortszam olvastan au-
tomatikusan kimondjuk a tortszdm nevét, és
szerencsés esetben (ha a szovegkontextus ezt
igényli) egy megfelel6 mennyiségreprezenta-
ciét is tarsitunk hozza. Latvén lefrva a > tor-
tet, szdmunkra természetes, hogy ,harom-
negyed” néven kiolvassuk, és ha sziikséges,
el tudjuk képzelni egy adott helyzetben, mit
jelent, ha példaul a lakossag 3 része varosok-
ban él. A tortek mennyiségi r%prezentéciéirél
onmagunk szdmara is nehéz szamot adnunk.
A vizualis reprezentdciok is sokfélék lehetnek,
akdr vonalakkal, akar szalaggal, és ezen beltl
vizszintes vagy fiiggéleges helyzetlin, vagy
akdr kordiagramon képzeljiik el, mit jelent a
lakossag haromnegyed része. Jacob, Vallentin
és Nieder (2012) kutatdsa alapjan a tanitas
feladataként rogzithetjiik, hogy a tortszamok
tanitdsaban is hdromféle modalitasu infor-
madcioét kell egymassal 6sszekapcsolnunk. A
természetes szamok esetében a szadmok ne-
veihez évek soran kapcsoljuk a szamok le-
irt alakjat és igyeksziink hozzajuk megfeleld
mennyiségi reprezenticidkat kialakitani. A
kisebb természetes szdmoknal a mennyisé-
gi reprezentacidk a szamok leirdsa nélkdl is
pontosan kapcsolédnak a szam nevéhez a két
keziinkén megszamolhaté mennyiségnél. A
papua okszapmin torzsnél példaul a testsza-
molds sémdja 27-ig teszi lehet6vé a szamok
nevének és a hozzajuk kot6do, jol vizualizal-
haté mennyiségeknek Osszekapcsoldsat (ld.
Saxe, Dawson, Fall és Howard, 1998). Hason-
16 a helyzet az egységtorteknél, amelyeknél
egy szakasz vagy egy korlap (vagy akdr mas-
fajta vizudlis mennyiségreprezentacio) része-
ihez kapcsoljuk a tortszdmok kimondasat az
6vodas kor végétdl kezdve.

Mindezek alapjan adddik a kovetkezte-
tés, hogy a természetes szam fogalmanak
alakuldsdhoz hasonldan a tortszam-fogalom

fejlddésében is kulcsszerep jut a vizudlis rep-
rezentacidknak. A vizudlis reprezentacidok
szerepe egyre jelentésebb sulyuva valik a ma-
tematikatanitasban. Csikos, Szitdnyi és Ke-
lemen (2012) tanulmanyéanak idevagd részei
kiemelik, hogy nem énmagéban a vizualitds
mindenek folotti els6bbségét emeli ki a szak-
irodalom, hanem Hegarty és Kozhevnikov
(1999) kutatasa alapjan legaldbb kétféle vizu-
alis reprezentacio kap szerepet a matemati-
kai gondolkodasban: sematikus és piktorialis
reprezentaciok. Vilagos, hogy a tortszam-fo-
galomhoz sematikus reprezentdciok sziiksé-
gesek, és — ahogyan utaltunk rad — ezek jel-
lemzden vizszintes vagy fliggéleges vonalak,
szalagok, esetleg kordiagramok. (Természe-
tesen a piktoridlis reprezentaciok is jelents-
sek lehetne a tortszam-fogalom adott fejlédé-
si szakaszdban: el6fordulhat, hogy a negyed
egységtort tartésan az éra szamlapjahoz vagy
akdr egy pizzaszelethez kapcsolddik.) Mivel
az egyéni killonbségek a tortszam-fogalom
fejlddésében is jelentdsek, csakugy, mint a fo-
galom alkotéelemeként kiépiils vizudlis rep-
rezentaciok, logikusnak latszik a sokféle rep-
rezentaciot felhasznalé szemléltetést.

A raciondlis szamok tanitisdban a
multimodalitds szerepér6l Chanine (2013)
ugy vélekedik, hogy a kiilonb6z6 mddszerek
haszndlatanak hatdsa a didkok esetén fej-
leszti a tortes tudast. A kvantitativ és a kva-
litativ elemzésekbdl szdrmazoé bizonyitékok
aldtdmasztjak azt az dllitast, miszerint tobb-
féle modszert alkalmazva megkonnyitjik az
alapvetd tortes fogalmak megértését. Ha csak
a szimbo6lumok haszndlatat hangsulyozzuk,
akkor az korlatozott képet ad a tortekrol. E16-
fordulhat, hogy a tortek helyett csak szamje-
gyeket latnak, és igy nehéz Osszehasonlitani
példaul a killonb6zd alakdra véagott dara-
bok képe altal képviselt torteket. Ennek
megfeleléen a diagramok haszndlata sem
sokat segit az azonos nagysagu tortek felis-
merésében, csakugy, mint az az algoritmus,
amelyben a szamlalét és a nevezét ugyanaz-
zal a szammal szorozzuk. A tanulmdnyban az
alapfeltevés az, hogy a multimodalitas hasz-
ndlata a raciondlis szamok tanitasa soran biz-
tositja az ilyen fogalmak megértését és javitja
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a didkok teljesitményét. Tobbféle mddszert
alkalmazva mérsékelték és kovetkezésképpen
athidaltdk a tortek konkrét abrazolasanak
és az absztrakt kapcsolatok szétvalasztdsat.
Monk (2003) szerint nem az a cél, hogy ki-
valasszunk egy vagy két reprezentacids for-
mat a didkoknak, amit megtanitunk nekik és
ezt haszndljuk minden helyzetben, hanem az
volna idedlis, ha egy adott kontextushoz és
célhoz kiillonbo6zé reprezentacidkat alkalmaz-
zanak.

A tortek iskolai tanitdsanak modszerei
idével valtoztak. Az 1970-es évek eldtt a tor-
tek elméleti oktatasara helyezték a hangsulyt,
és ezt formdlisan mutattak be a tanuléknak.
Streefland (1990) emliti Dienes Zoltan 1967-
ben megjelent konyvét a ,Fractions — An
Operational Approach”-ot, amelyben a tortek
tanitdsanak nagyon formalis példdjat mutatja
be. Dienes Zoltdn a vildg szdmos orszagaba
dolgozott matematika — didaktikusként és
nemzetkozi hirnevet szerzett. Széles korben
publikalt a matematikatanulds lélektanarol;
tandrok szazaival és gyermekek ezreivel dol-
gozott. F6 célja az volt, hogy a megértést ter-
jessze, és lelkesedést keltsen. Munkdja soran
rengeteg jatékos taneszkozt fejlesztett ki.

Az 1980-as években indultak nagyszabast
nemzetkozi kutatdsok a didkok nehézségei-
nek feltardsara a matematika kiilonbozé te-
riilletein. A tortekre vonatkozé ismeretek és
készségek vizsgélata (pl. Ekenstam & Greger,
1982; Kerslake, 1986) megmutatta a tortek
fogalmanak Osszetettségét és a megteleld
megértés nehézségeit. A tandrok egyre in-
kabb tudatdba lehetnek annak, hogy a tértek
témaja nehéz a tanuldk szamara és nagyobb
figyelmet kell forditani a tortek fogalmanak
kialakitdsara. Az utébbi évtizedben a tortek
tanitdsanak kilonb6z6 intuitiv aspektusai ke-
riiltek a kozéppontba, ilyen a rész-egész, a ha-
nyados, a mérés, a muvelet és az arany.

Alajmi  (2011) harom olyan orszag
matematika tankonyvét hasonlitotta Ossze,
akik kiilonboz6 szinten teljesitettek a TIMSS
(Gonzales és mtsai, 2008; Mullis és mtsai,
1997) negyedik osztdlyos mérésén. Japan ki-
emelkedden, az USA az atlag koriil és Kuvait
az atlag alatt. Vizsgalataban a tortek tanitasat
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vette gorcsé ald, mikor és hogyan kezdenek
a tortekkel foglalkozni, milyen tipusu felada-
tokat alkalmaznak és mennyit ismételnek. Ja-
panban csak harmadik osztalyban vezetik be
a torteket és akkor is a linedris modellt hasz-
néljak (hossztisdgmérés méterben), vagy a
méréshez kapcsoljak a tort értelmezését (fo-
lyadékok mennyisége literben). Az USA-ban
és Kuvaitban mar elsé osztalyban talalkoznak
a tortekkel, konkrét dolgokon keresztiil mu-
tatjdk be a torteket. Killonosen Kuvaitban,
néhany tertiletmodell képi reprezentacidjan
keresztiil kertil bevezetésre a tort. Ezek a tan-
konyvek a szamitdsi médszerek sztenderd al-
goritmusdra fékuszalnak. Minden orszagban
kiilon fejezetben foglalkoztak a tortekkel. A
japan konyvek lényegesen kevesebb idét for-
ditanak a tortek tanitasara, de azt ugy teszik,
hogy hogy a gyermek életébdl valasztanak
problémat, vagy egy vilagjelenségre hivjak
fel a figyelmet, és ennek megolddsira 6sz-
tonzik a tanuldkat. Japanban a szdmegyenes
hasznalatara helyezik a hangsulyt, ez segiti a
tanuldkat a tortek megjelenitésében és 6sz-
szehasonlitdsdban. A tortek teriiletmodelljét,
mint példaul a rész-egész értelmezést, csak
a vegyes szam Osszeaddsandl, kivondsanal
haszndljdk. Az amerikai konyvek az elsé ha-
rom évfolyamon csak modelleket hasznalnak,
de 6todik osztalyra hirtelen absztraktta valik
és lényegesen lecsokken a modellhasznalat.
Nagyobbrészt a teriiletmodellt hasznéljdk és
a szdmegyenes csak a feladatok 20 %-aban je-
lenik meg. A japan konyvek gyakran mutat-
nak a gyermekeknek két megoldasi médot és
azt kérik télik, hogy hasonlitsak dssze a két
eljarast. A kuvaiti és az amerikai konyvek 1é-
nyegesen tobbet ismételnek a korabbi évek
anyagabdl, mint a japan.

Alajmi (2011) az aldbbi kovetkezetéseket
vonta le: a tortek korai bevezetése és ismét-
lése nem feltétlendl jelenti azt, hogy jobban
fog menni a tanulds. Mind a kuvaiti, mind
az amerikai didkok nehézségekbe iitkoznek a
szabalyok alkalmazdsa soran. A National Re-
search Council (2001) ajanlasét is figyelembe
véve a tortek bevezetésével célszeri lenne
megvarni a negyedik osztalyt. Fontos len-
ne, hogy megmutassuk a didkoknak, hogy a
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torteknek az 6 életiikben is van jelentéségiik.
Az oktatdsnak hangsulyt kellene helyezni a
tortek értelmezésére és a tortek nagysdganak
megértésére. A tankonyveknek a linedris mo-
dellek haszndlatara kellene 6sszpontositani-
uk, segitenitik megérteni és 0sszehasonlitani
a tortek nagysagat.

A valos életbdl vett problémak fontosak a
megértés folyamataban, athidaljak azt a sza-
kadékot, ami az informadlis és a formalis ma-
tematika kozott van. A valasztott kontextus-
nak nem feltétlenil kell igazinak lenni, lehet
akar mesebeli is, mindaddig, amig értelme
van a gyermekek szdmadra, és 6sztonzik a
matematizaldsi folyamatokat, amelyek po-
tencidlisan relevansak a valésaghoz képest
(Selter, 1998).

Zhang (2014) az egységtortek értelme-
zését vizsgdlta a terliletmodelltél indul-
va a multimoddlis megkozelitésig. Fejlesz-
té kisérletében felhasznélta Dienes Zoltdn
(1967) mddszerét, amely szignifikdns javulast
eredményezett. Itt jegyzi meg, ,hogyha csak a
teriiletmodellt hasznaljuk vagy ez az elsédle-
gesen haszndlt modell és a tobbit elhanyagol-
juk, akkor ez valészintileg korlatozza a tanu-
16k gondolkodésat. Nyilvanvaldan itt az ideje,
hogy 4ttérjiink a teriiletmodell megkdozelités-
rél a multimodalis megkozelitésre, hogy meg-
bizhat6 fogalmakat alakitsunk ki a tortekrél a
gyermekek fejében” (257. 0.).

Osszegzés

Elemzésiink folyomdnya a gyakorlat szdmara,
hogy a 4. és 5. osztalyos tankonyvek, és ezek-
kel korreldléan az oktatdsi megkozelitésmo-
dok és médszerek kozott rugalmas atmenet-
re van sziikség. A tanitéképzésben, a tanitok
tovabbképzésein ezzel kapcsolatos teenddnlk,
hogy kitekintést nydjtunk arra vonatkozéan,
milyen alapokat feltételeznek egyes témako-
rokben, igy példaul a tortek vonatkozasaban
az 5. osztélyos tankonyvek. A felsé tagozaton
oktaték szdmara pedig fontos bemutatni a
tanarképzésben és a tovabbképzéseken, hogy
kordntsem annyira stabil még 5. osztalyos
korban a tortfogalom, hogy a formalizélas és

a hanyadosként értelmezés gyorsan megva-
l6suljon. Nem csak ezen a teriileten, hanem
példaul a természetes szamok szamkoreinek
bévitésében is szakadék tatong a taneszko-
zokben és az alkalmazott mdédszerekben egy-
arant.

C. Neményi Eszter azon az Gton jart, amit
Varga Tamas és munkatarsai kijeloltek. Varga
Tamas volt az egyetlen matematika-didaktika
kutatd, aki a teljes dltalanos iskolai tantervet
és a modszereket egységes egészként tekin-
tette és alkotta meg a komplex matematika-
tanitasi modszert. Varga Tamds folyamatosan
bévitette, ellendrizte a matematikatanitasrol
kialakult koncepciéjat és a vilag szamos ku-
taté bazisaval allandé kapcsolatot tartva for-
mélta. Atvette és a magyar viszonyokhoz iga-
zitotta a jo elgondoldsokat, eredményeket. A
legfontosabb, hogy elvetette a formalizmusba
hajlé tévutakat. Ez napjaink matematikaokta-
tasanak is megfeleld iranyt mutatna. A kezde-
ti idében folyamatos képzést tartott a tanitok
szamara, eredményeit beépitette mddszeré-
be. Erre hivatkozva irja C. Neményi Eszter
(2002b) a matematika tantargy helyzetének
elemzésében: ,Igen nagy jelentdsége lenne
annak, hogy folyjanak nagyobb szamban tan-
targy-pedagdgiai kutatdsok annak még haté-
konyabb aldtdmasztasara, hogy a 6—10 éves
gyerekek ismeretelsajatitasi folyamatat és
kognitiv képességei fejlddését milyen mdédon
lehet a tanitéi munkdban szolgalni. Hogy ne
lehessen — tudatlansagbdl vagy egyéb okok-
bél — olyan médszereket kindlni és alkalmaz-
ni, amelyek hétraltatjak a gyerekek fejlédését,
fogalmi rendszeriik épiilését” Megallapitasat
kiegészithetjiik, hogy a felsébb évfolyamok-
ra ennek ugyanugy igaznak kellene lennie. A
tortfogalom-tanitds egyik problémédjanak at-
tekintése soran végiil ahhoz a merész kovet-
keztetéshez is eljuthatunk, hogy a 21. szazad-
ban egy Varga Tamds komplex szemléletét
tikroztetd matematikaoktatdsnak a sokféle
vizudlis reprezentacié felhasznalasan kell ala-
pulnia. Ha ehhez még hozzétessziik, hogy a
sokféle vizualis reprezentdciérol valé beszéd,
a réluk valé gondolkodas alsé tagozatos kor-
tél megragadhat6 lehetéség a matematika-
o6rakon, akkor maris az emberi gondolkodas
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stratégiai 0sszetevéinek atfogo fejlesztéséhez
jutunk. Ez a gondolatmenet a tortfogalom
alakitdsdnak alsé-felsé tagozat kozotti atme-
netében felbukkand probléman keresztil az
oktatds kultarajanak altalanos kérdéseihez
vezet el.
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Fostering the concept of fractions at the boundary of primary and lower secondary school

grades

This paper focuses on the ways of fostering the concept of fractions. The main concern to be
discussed is the controversy between the concept of fractions pupils possess at the end of their
primary school years (Grade 4) and the expectation raised by the textbooks in Grade 5. In
their primary years, students encounter fractions as either fractions with 1 as numerator or
the multiples of such fractions — both with various kinds of manipulative or visual aids. To the
contrary, in Grade 5, fractions immediately appear as rational numbers, i.e., the ratio of two
whole numbers. In order to appropriately build the concept of fractions in Grade 4, we advise
to emphasize the so-called ‘second interpretation” (C. Neményi) of fractions. This “second
interpretation” of the multiples of fractions with 1 as numerator means that multiples of a unit
are divided into equal parts according to the denominator. Our message has been approved
and supported by means of analyzing textbook passages and results available in the interna-
tional literature.

Keywords: concept of fractions, primary school, mathematics, lower secondary school math-
ematics, illustration, textbook analysis



