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Az MTA Tantdrgypedagigiai Kutatdsi Programja tamogatdsdval egy olyan kutatdsi prog-
ramot dolgoztunk ki, melyben a problémamegoldo gondolkodds sajdtossdgait vizsgdljuk az
also tagozatos kortol kezdve tandrjeloltekkel bezdrdlag kiilonbozd képességii csoportokban.
Dolgozatunkban egy olyan problémdra adott tanuldi vdlaszokat elemziink, amely mindegyik
korosztdly szdmdra valds problémaszitudciot jelenthet. Kutatdsunk elsésorban a tanuldk
modellalkoté és szabdlyfelismerd képességeirél ad képet, dltaldnosabban arrdl, hogy a soro-
zatképzés, szabdlyfelismerés (Osszefoglaloan mintakeresés) és a megalkotott szabdly indokldsa
hogyan vezet felfedezéshez. Kiilon vizsgdaljuk azt is, hogy a probléma kiilonbozd tipusii repre-
zentdcidi hogyan befolydsoljik a problémamegoldds folyamatat.
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induktiv gondolkodds

Bevezetés

Dolgozatunk egyik kulcsfogalma, a felfedezé-
sen alapulé (felfedeztetd) tanulds egyrészt fo-
lyamatosan gazdagodé fogalmi struktiraként
van jelen mind a matematika didaktikai, mind
a neveléstudomanyi irodalomban, masrészt
terminologiai és forditasi vitdk is kisérik hasz-
nalatat (Csikos, 2010), ezért mindenekelStt
tisztaznunk kell, hogy milyen értelemben
hasznaljuk ezt a fogalmat. Paul Ernest mun-
kaja (1991) a felfedeztetd modszer (inquiry
method) harom formajat kilonbozteti meg:
az irdnyitott felfedezést (guided discovery), a
problémamegoldast (problem solving) és a ku-
tatasalapu tanuldst (investigatory approach).
A killonbségtétel alapja a tanuldi és a tanari
szerep. A problémamegoldas jellemzéseként
a tandr szerepét a probléma kit(izésében,
a tanulé szerepét a probléma sajat erébdl
torténd megoldasaban latja a szerzé. A kuta-
tasalapt tanuldstél elsésorban a tandri szerep
kiillonbozteti meg, ahol a tandr csak a problé-
ma szitudciot hatdrozza meg, magat a problé-
mat a tanuld fogalmazza meg, mint ahogyan
a probléma megoldasi kisérlete is a tanuld
feladata. Az iranyitott felfedezésben a tanulé
befogadd, tanart kovetd szerepe domindl. A
neveléstudomanyi irodalom ugyanakkor kii-
16nbséget tesz a problémamegoldas (problem
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solving) és a problémaalapu tanulds (problem
based learning) kozott, utdbbit dnszabalyo-
z6 tanuloi folyamatként mutatja be (Molndr,
2004). Dolgozatunk széhasznalatdhoz Cisi-
kos Csaba meghatdrozasa all legkozelebb: , A
matematika tertiletén a problémaalapt tanu-
lds azt jelenti, hogy a tanulénak matematikai
problémahelyzetet kell elemeznitk, sajat és
tarsaik gondolatmenetéhez kritikusan kell vi-
szonyulniuk, és meg kell tanulniuk elmagya-
razni és igazolni gondolatmenetiiket” (Cszkos,
2010. 53. 0.) Az altalunk vizsgalt szitudciot az
el6bbi meghatdrozas mindharom eleme jel-
lemzi, igy kutatdsunk leirdsihoz megfeleld
fogalmi keretet szolgéltat.

A felfedezésen alapulé tanulds modern
elméletének egyik kifejtéje Jerome S. Bruner,
aki szerint a tanulé a felfedezésen alapuld
tanulds sordan kutatéként viselkedik, és a ta-
nulds, problémamegoldds lehetéségek fel-
kutatdsan keresztil torténik (Brumer, 1974).
A magyar matematikadidaktikai hagyoma-
nyoknak fontos eleme a felfedezésen alapuld
tanulds, amely szoros kapcsolatban van az
induktiv gondolkoddssal, vagy a pdlyai aktiv
tanulds alapelvével: ,Eredményes lesz a tanu-
lds, ha a tanulé maga taldlja ki az elsajatitan-
dé tananyag akkora hanyadat, amekkorét az
adott koriilmények kozott egyéltalan lehet”
(Pélya, 1985. 114. o.), igy Bruner konstruk-
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tivista elméletéhez direkt médon kapcsoldd-
nak Pdlya heurisztikaval és induktiv gondol-
kodassal kapcsolatos tézisei (Pdlya, 1988).
A felfedezésen alapulé tanulds a kozoktatasi
gyakorlatban markansan a Varga Tamds ne-
vével fémjelzett komplex matematikatanitdsi
kisérletben alapelvként jelenik meg. A komp-
lex matematikatanitdsi kisérlet egyik fontos
hatdsanak latjuk, hogy ennek az elvnek fino-
mitdsa, tovabbfejlesztése, azdta is jelen van
a matematikatanitds és -tanulds mindenna-
pi gyakorlataban. Ezen a helyen C. Neményi
Eszter tantargy-pedagdgiai munkdjat emeljiik
ki, melynek az egyik fékuszpontja a tanuléi
felfedezés tamogatasa elsésorban a szabdly-
felismerd képesség fejlesztésén keresztiil (C.
Neményi, 1999).

A téma  kutatéiban  folyamatosan
felvetddnek szakmai és etikai kérdések is a
felfedezéses tanuldssal kapcsolatban. Lehet-e
6nallé (vagy iranyitott) felfedezést elvarni
minden tanulétdl, érthet6-e mindenki sza-
madra a példak és ellenpélddk szerepe, nem
vezethet-e a felfedezésen alapulé tanulas ér-
telem nélkili tanuldshoz, ahol tehat a felfede-
zés végeredménye nem kap kiemelt szerepet
a felfedezéshez vezetd tuttal szemben, egydl-
taldn szabad-e a felfedezéses tevékenységet
értékelni. Ezekre a dilemmadkra csak agy lehet
megnyugtato vélaszt adni, ha a felvetett prob-
lémékat tudoményos alapossiaggal megvizs-
galjuk. Minél jobban megismerjiik a tanul6k
problémamegoldé gondolkodéasanak sajatos-
sdgait a kiillonboz6 életkorokban, illetve minél
alaposabban elemezziik, hogy osztdlytermi
kornyezetben mitdl lehet hatékony a felfede-
zéses matematikatanitds, anndl biztosabban
tudjuk alkalmazni ezt a mddszert.

A kérdések tanulményozasira a Magyar
Tudomdanyos Akadémia Tantargypedagdgiai
Kutatdsi Programja tdmogatasaval egy ku-
tatdsi programot dolgoztunk ki, melyben a
problémamegoldé gondolkodds sajatossaga-
it vizsgaljuk az alsé tagozatos kortdl kezdve
tanarjeloltekkel bezardlag killonbozé képes-
ségli csoportokban. Kutatdsunk egyik alprog-
ramjdban, amely jelen munka targya is, olyan
problémara adott tanuldi valaszokat dolgoz-
tunk fel, amely mindegyik korosztély szdma-

ra valds problémaszitudciot jelenthetett. A
probléma kézenfekvé matematikai modellje
sorozattal adhaté meg, tobbféle médon is. Igy
kutatdsunk eredménye elsésorban a tanuldk
modellalkoté és szabalyfelismeré képessé-
geirdl ad képet, dltalanosabban arrdl, hogy a
sorozatképzés, szabalyfelismerés (6sszefogla-
léan mintakeresés) és a megalkotott szabaly
indoklasa hogyan vezet felfedezéshez. Ebben
a kontextusban felfedezésen azt értjiik, hogy
a tanulé nem tandri magyarazatot kovetve jut
el a probléma megoldasdhoz, hanem 6nallo-
an. Kiilon vizsgaltuk azt is, hogy a probléma
killonb6z6 tipust reprezentacidi hogyan be-
folydsoljak a problémamegoldas folyamatat.

A kutatdsi mddszer a tanulék gondolko-
dasanak megfigyelése és elemzése volt. 2016
Oszén és 2017 tavaszan végzett keresztmet-
szeti kutatdsunkban minden tanuléi csopor-
tot beleszamitva 155 irasbeli munkat és 16
(a 4-11. évfolyamok mindegyikérdl két-két)
videdn rogzitett klinikai interjut dolgoztunk
fel. Az irasbeli munkdkat az alkalmazott
problémamegoldasi stratégidk alapjan ele-
meztiik, kiemelt figyelmet forditva a minta-
keresési stratégidra. Az interjuk kiértékelésé-
nél a fenti szempontokat kiegészitettiik egy
tovabbival, amely killonbozé tipust repre-
zentdcidinak megjelenésére vonatkozott.

Jelen dolgozatban két-két negyedikes és
otodikes, jo matematikai képességekkel ren-
delkezd tanuld teljesitményét elemezziik a
velik készitett interjuk alapjan. A tanuldk
egy nagyvarosi, matematikai tehetséggondo-
zasban hagyomdnyokkal és orszagos szintd
eredményekkel rendelkezd iskoldba jarnak.
Az interja résztvevoit sajat szaktanaruk jelol-
te ki, kéréstinknek megfeleléen, az atlagostol
jobb képességtliek koziil. A vizsgalatba bevont
tanuldk ilyen médon torténd kivélasztasaval
arra torekedtiink, hogy behataroljuk az egyes
korosztalyok életkori lehetdségeit az adott
probléma megolddsanak vonatkozasdban.
Feltehet6 ugyanis, hogy a vizsgélt életkorban
az atlagos tanuldi gondolkodés nem fejlettebb
az interjiban szereplékénél.
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A kutatas elméleti hattere

A mintakeresés mint problémamegolddsi
stratégia

Kutatdsunk keretében olyan problémat hasz-
néltunk, amely nyilt volt abban az értelemben,
hogy nem a probléma megadott megoldasarél
kellett bizonyitani, hogy az helytdll6, hanem a
megoldast meg kellett sejteni, azt szavakkal,
vagy szimbolumokkal megfogalmazni, majd
helyességét bizonyitani. A nyiltsdg megjele-
nik ott is, hogy magat a sejtést is tobbféle for-
madban lehetett megfogalmazni. A fiatalabb
korosztaly szamadra lényeges, hogy pusztan
aritmetikai médon meg lehessen fogalmazni
az Osszefliggést, mig id6sebb korosztilyban
mar lehetséges az algebrai gondolkoddsmad,
az algebrai forma. A ,bizonyitds” alatt nem
feltétleniil matematikai értelemben vett teljes
értékll bizonyitast értiink, hanem az életkor-
nak megfeleld kiilonb6z6 szintli érvelést, ma-
gyarazatot, amely lehet akar egyetlen konkrét
példdn bemutatott indoklds. A probléma-
megoldds szempontjabdl az elsé akaddly a
sejtés megfogalmazdsa, ennek az akaddlynak
a lektizdéséhez vezethet a mintakeresés mint
problémamegoldasi stratégia. ,Valamit meg-
sejteni azon mulik, hogy képesek vagyunk-e
mintdt vagy analégiat felismerni; mas szavak-
kal, képesek vagyunk-e dltalanositani” (Ma-
son, Burton és Stacey, 2010. 73. 0.). Ugyanitt a
szerz6k haromszavas ,0kolszabalyt” adnak a
gyakorlati megvaldsitashoz: try (prébald ki),
maybe (talan), why (miért). Ennek a folyamat-
nak a részletesebb kifejtésére tobb munka is
véllalkozik. Péld4ul Rivera (2013) a minta al-
taldnositasat olyan komplex tevékenységhként
irja le, amely egy felismert struktira konst-
rudldsat, kifejezését és igazolasat foglalja ma-
gaban. Az igazolas vagy ,bizonyitds” médja a
tanulok életkoratdl és matematikai képzettsé-
gétdl fuggden eltérd lehet: torténhet konkrét
példakkal végzett, de altaldnos 1épésekbdl alld
eljarassal, deduktiv levezetéssel vagy teljes in-
dukcidval.

Mi a kutatdsunk soran a kovetkezd, 6tlép-

cs6s modellt hasznaltuk:
1. Numerikus tapasztalat gydjtése, elren-
dezése.
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2. A felismert minta kovetése, akar alta-
ldnos szabaly megfogalmazésa nélkiil.
Sejtés megfogalmazdsa, azaz plauzibilis
szabdlyszer(iséget keresiink az adata-
inkban.

4. Proéba, azaz Gjabb numerikus példaval
meggy6z&bbé tessziik a sejtést, vagy
elvetjiik azt.

Ezek a mintakeresési stratégia induktiv, ta-

pasztalaton alapul6 lépései.

5. Bizonyitds, annak indokldsa, hogy a
megsejtett szabaly mint matematikai
modell miért felel meg a probléma altal
definidlt matematikai hattérnek.

Az 6todik 1épés az induktiv szakasz de-
duktiv lezdrésa.

A mintakeresés stratégidja feltételezi, hogy
a tanulénak mar van tapasztalata plauzibilis
mintdk felfedezésében. Ennek legegyszer(ibb
formédja, amikor adott szdmsorozathoz, rajz-
hoz, vagy tevékenységhez olyan szabdlyt kell
keresni, mely a sorozat megadott tagjaira illik,
s a talalt szabdaly alapjan a sorozatot folytat-
ni kell. Egy példaval illusztraljuk a plauzibilis
mintakeresés feladatat:

Keressiink szabalyt a kovetkezd egészek-
bél all6 szamsorozathoz: 1,2, 4,7, ...

Matematikai szempontbdl a sorozat ko-
vetkezd tagja barmilyen egész szam lehet,
azonban nem azt kérdezziik, hogy mi a soro-
zat kovetkezd tagja, hanem azt kérjiik, hogy
taldljunk egy lehetséges szabalyt a sorozat-
hoz. Ilyen szabdly példaul, hogy a sorozat
negyedik tagjatdl kezdve a kovetkezd tag az
el6tte levé harom tag osszege: 1, 2, 4, 7, 13,
.... Az is megfelel6 szabdly azonban, hogy a
sorozat masodik differencidja 1, azaz a foly-
tatds most 1, 2,4, 7, 11, .... Also tagozatban is
haszndlatos terminolégidval: egy valtozo kii-
16nbségli sorozat elsé négy tagjardl van szo,
ahol a szomszédos tagok kiilonbsége rendre
1; 2; 3; .... Az igy kapott sorozat mar allandé
kiillonbségl sorozat (szdmtani sorozat).

A sorozatokkal kapcsolatos tevékenységek
fejleszto hatdasa

A matematika tananyagban a sorozatokkal
kapcsolatos tevékenységeknek C. Neményi
Eszter (1999) szerint harom féle célja, szerepe
van. Ezek:
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1. A modellszerep bemutatdsa, azaz a
sorozat a valédi probléma matematikai
modellje

2. Osszefliggés-felismerd
fejlesztése

3. Egyszerl elemi ismeretek feltdrdsa a
matematikai fogalommal kapcsolatban

Sokféle probléma megértéséhez, megol-
dasdhoz egy-egy sorozat szolgaltatja a ma-
tematikai modellt, azaz a megértést, vagy
megoldast egy alkalmas sorozat megtaldlasa
jelenti: ezt értjiik a sorozat modellszerepén. A
megoldasnak ez az dtja induktiv ut, az egyes
helyzetek, allapotok megfigyelésétsl halad
a mintafelismerés és az altalanositas irdnya-
ba. Ilyen esetekben a felismert minta mindig
definidlt, éppen a valds szitudcié az, ami a
mintat és az azt leir6 sorozatot egyértelmtvé
teszi. A valds szitudciobdl nyert szamsorozat
folytatasaval, a minta felfedezésével a problé-
ma még nem megoldott. A modell akkor valik
teljessé, ha a sorozatot kapcsolatba hozzuk a
valésagos problémaszitudciéval, azaz ha azt is
megmutatjuk, hogy a felismert sorozat val-
ban kifejezi a probléma matematikai hatterét.
Az is el6fordul, hogy kiillonb6z6 képzési sza-
balyokat ismeriink fel és kovetiink, dm ezek,
amennyiben helyesen irjak le a problémat,
ugyanahhoz a sorozathoz vezetnek. Tapasz-
talati fiiggvények, sorozatok alkotasat, értel-
mezését, a valtozasok leirdsara szolgal6 ma-
tematikai modell keresését a NAT! az els6tél a
tizenkettedik évfolyamig el6irja, mint a meg-
ismerésre vonatkozo fejlesztési feladatot.

A teljes kozoktatdsi folyamaton ativel6
fejlesztési célként fogalmazza meg a NAT
a sorozatokra vonatkozd 0Osszefiiggések
megalkotdsat is, mint az alkotas és kreativi-
tas fejlesztésének eszkozét. Az Osszefiiggés-
felismerd képesség fejlesztés C. Neményi
munkdjanak is kozponti eleme. , Az 6sszefiig-
gés felfedezése tdjékozodassal, probalgatas-
sal kezdddik és a taldlt szabaly kifejezésével
folytatédik. A megtaldlt szabaly kifejezése

képesség

" A Kormany 110/2012. (VI. 4.) Korm. rendelete a
Nemzeti alaptanterv kiadasardl, bevezetésérdl és
alkalmazasarol.

torténhet egyszertien a sorozat folytatasaval,
ellenpéldak kizarasaval, szavakkal vagy szim-
bélumokkal torténé megfogalmazasaval is.
Maguk a sorozat tagjai tobbféle médon repre-
zentalhatok. Targyi tevékenységgel, abrakkal,
szamokkal, szimboélumokkal. (C. Neményi,
1999. 6. 0.).

A sorozatokkal kapcsolatos problémak az
életkortdl fuggéen hordozhatnak matema-
tikai ismereteket. A dolgozatunkban bemu-
tatott problémahoz sziikséges matematikai
ismeret hatodik osztalyig a kiilonbségi soro-
zat képzése, illetve természetes szamokbol
képezett allando6 differencidju sorozat (azaz
szamtani sorozat, amelyet ekkor még termé-
szetesen nem nevezlink néven) dsszegének
meghatdrozdsa, megolddsi stratégiatol fig-
géen. Az ismeretek skaldja azonban nagyon
tdg a vizsgdlt problémdanadl, a mésik végén az
dllandé masodik differencidju sorozatok zért
alakjanak meghatdrozdsa szerepel.

Bruner reprezentdcioelmélete

Egy probléma megértésének elengedhetetlen
feltétele, hogy azt a tanulé valamilyen repre-
zentaciés médban dbrazolja. Ez lehet targyi
tevékenység (enaktiv sik), rajzos tevékenység
(ikonikus sik), torténhet szimbdlumokkal
(szimbolikus sik). A szimbdélumok lehetnek
szamok, betik, egyéb jelek, amelyek jdl fe-
jezik ki a feltart, feltdirhat6 Osszefiiggéseket.
Természetes, hogy az egyes reprezentdci-
6s modok nem elktiloniilten jelennek meg a
problémamegoldé tevékenység sordn, de az
jol megfigyelhetd, hogy a gondolkodés egyes
fazisaiban melyik reprezentdciés forma do-
mindl. Eppen ezért lényeges kérdés az egyes
reprezentdcids modok kozott valtas képessé-
ge. Megfigyelési szempontjaink kozé tartozik
egyrészt, hogy melyik sikon képes hatéko-
nyan gondolkozni a tanuld, képes-e magatdl
valtani a sikok kozott, amennyiben az egyik
modban nem boldogul, rdjon-e, hogy a prob-
léma athelyezése segithet, illetve, hogy a ta-
ndr altal kindlt reprezentaciés médra at tud-e
allni.(Bruner, 2004).
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A vizsgalt problémaszituacio:
Epitsiink kartyavarat!

Egyik otodikeseknek sz6lé tankdnyvben
(Wintsche, 2016) taldlhaté a kovetkez6 prob-
léma: Epitsetek kartyavarat a képen lathaté
modon! Beszéljétek meg, hogy hany lap kell
az 1, 2, 3, ... szintes var elkészitéséhez! (A tan-
konyvben a feladathoz az 1. dbra van megadva.)

1. dbra: A tankonyv szemléltet6 abraja a problémahoz

A probléma kit(izését korosztalyonként mé-
dositottuk. Lényeges véltozas volt, hogy a kii-
16nb6z6 korosztalyokban mas-mas kartyavarra
kérdeztiink ra: ,alacsony” varra, pl. Otszintesre,
»magas varra” pl. harmincszintesre, vagy altala-
nosan az n-szintes varra. Minden esetben csak
egyetlen kartyavar fotdjat adtuk meg, a harom-
szintes varét, ellentétben a tankonyvi dbraval.
Ezt a modositast azért tartottuk sziikségesnek,
hogy ne sugalljuk régtén a probléma kitizé-
sekor a sorozatképzés otletét. Sorozatképzésre
ugyanis legaldbb két lehetéség van, ezek mint
jellemzé Gsszeszamlalasi stratégidk ténylegesen
meg is jelentek a kisérlet soran:

1. Az n-edik kdrtyavarhoz sziikséges lapok
szamabdl 4ll6 sorozat, melynek kezdd
tagjai 2, 7, 15, 26. Ez egy olyan sorozat,
melynek masodik differencidja 3 és a
sorozat -edik tagjat keressiik.

2. Az n-szintes kdrtyavar egyes szintje-
inek megépitéséhez sziikséges lapok
szamabdl allé sorozat, melynek elsé
harom tagja 2, 5, 8, ha felulrél lefelé
haladunk, s a vertikalis helyzett lapokat
Ltetének” fogjuk fel és nem ,padlonak’
Ez egy 3 differencidju szdmtani sorozat,
melynek dsszegét keressiik.

A probléma kapcsan tobb kutatdsi kérdést

tettlink fel:

1. A probléma bruneri értelemben vett
reprezentdcioi hogyan befolydsoljak a
problémamegolddst? Ebbe a kérdésbe
beleértjiik azt is, hogy a megoldas érde-
kében képes-e a reprezentaciok kozotti
valtasra a tanulé. A varat meg lehet
épiteni (hatodik osztéllyal bezardlag a
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kartyavdrat ténylegesen megépittettiik a
tanulokkal), le lehet rajzolni, és meg lehet
adni az el6z6 két stratégianak megfelel6en
a lapok szamanak sorozatit, igy jelen van
mind a hdromféle bruneri reprezentacios
mod (enaktiv, ikonikus, szimbolikus).

2. Megjelenik-e valamilyen probléma-
megolddsi stratégia a vilaszadds sordn,
§ ha igen hogyan lehet ezeket jellemezni?
Itt is fontos kérdés, hogy valt-e a tanuld
stratégiat a megoldds folyaman. A stra-
tégia fligghet a kérdéstdl, mas lehet, ha
alacsony, magas, vagy ,altaldnos” varra
kérdeziink ra.

3. Mi jellemzi az adott korosztdlyban a
mintakeresést mint dltaldnos problé-
mamegoldo stratégidt? A sorozat létre-
hozdsa, tanulméanyozasa utdn torté-
nik-e szabdlyfelismerés, szabélykovetés,
illetve a felfedezett szabaly indoklasa?

Tanulményunkban két negyedikes (Adam
és David, 10 évesek) és két otodikes (Gergd
és Judit, 11 évesek) tanulé? klinikai interja
forméjdban adott megoldését elemezziik. Az
interjuk mindegyike 12—13 perces, ezekrdl
videdfelvételek késziiltek.

A problémamegoldas folyamata

Negyedik osztalyban a tanuldk feladatlap nél-
kil, csak a tanar instrukcioi alapjan dolgoztak.
A tapasztalatokat az egyes kérdésekre adott ta-
nuldi vélaszok segitségével mutatjuk be.
1. Epitsd meg a képen ldthaté hdrom-
szintes kdrtyavdrat!
Mindkét tanulé koénnyen megépitette a
fénykép alapjan a varat, a problémaszitudcié
megértése nem okozott gondot. Szamlalds-
sal megdllapitottak, hogy a var 15 lapbdl 4ll.

2. Hogyan egészitenéd ki négyszintesre?
Hdny lapot tennél hozzd?

A haromszintes var négyszintesre torténd
kiegészitését, amelyhez 11 kartyalap kell, a
tandr nem engedte ténylegesen elvégezni,
csak a kiegészitéshez kért lapokat adta oda
a tanuldknak. A felvételeken jol latszik,
hogy gondolatban tovabbépitették a varat:
szemiikkel kovetve, az egyes lépéseknek

2 Atanulmanyban fiktiv nevek szerepelnek.
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megfeleléen soroljak, hogy ehhez hdany
lapra lenne sziikségiik. Az els6 két 1épés-
ben a keziikkel is mutatjdk az éppen kért
lapok helyét a haromszintes var mellett.

3. Hdny lapot kérsz még, hogy oOtszintes
legyen? Hogyan okoskodtdl?

Mivel a négyszintes var nincs megépitve,
most az el6z6 moédon nehezebb megvala-
szolni a kérdést. Onmaguktdl nem, de tané-
ri javaslatra a tanulék attérnek a rajzoldsra.
Adém lerajzolja elébb a haromszintes varat,
majd az elébb elmondott médon rajz-
ban kiegésziti négyszintessé. Végiil helyes
valaszt ad. David egybdl az 6tszintes varat
rajzolja le alulrdl felfelé haladva, soronként.
Az elkésziilt rajz alapjan azonban nem tud-
ja megmondani, hogy a négyszintes varat
hany lappal kellett volna kiegészitenie. A
tandr arra kéri, hogy szines ceruzaval htizza
at azokat a lapokat, amiket a négyszinteshez
pluszban kell kérnie. Miutan kideril, hogy
Déavid nem tudja elkilloniteni a rajznak
azt a részletét, amely a négyszintes varnak
felel meg, a tandr javaslatara kiilon lerajzol-
ja a négyszintes varat, és az abrat szinessel
Otszintesre kiegészitve dllapitja meg, hogy
14 lapra van sziikség.

4. Ird le, hogy hdny lapbdl dll egy
egyszintes, kétszintes, hdromszintes,
négyszintes, otszintes var!

Tandri utasitasra a tanulék szamokkal lefrjak
az egyes varakhoz sziikséges lapok szdmat.
Az egy-, két- és haromszintes varak lapjainak
szamat az épitményt figyelve helyesen adjak
meg (2, 7, 15 lap). A négyszintes varat
mindketten megrajzoljdk soronként, majd
megszamoljék a lapokat. Adam 27-et, Da-
vid 25-6t kap (a helyes valasz 26). Noha mar
mindketten tudjak, hogy a hdromszintes var
15 lapbol 4ll, és hogy ehhez 11 kiegészit6 lap
sziikséges, ezt nem tudjik felhasznalni. A
helyes értéket mindketten csak tobbszori Gj-
raszamolds utdn allapitjdk meg.

5. Eszreveszel-e szabdlyszeriiséget?
Miutan felirtak a 2, 7, 15, 26 sorozatot, a
tandr a képzési szabdly megfogalmazasara
kéri 6ket.

Mindkét tanulé felismeri a képzési sza-

bélyt, ezt Addm a kévetkezéképpen fejezi ki:

Addm: Mindig hozz4 kell adni harmat ...
ahhoz, amit hozzaadtunk. Otsét adunk
hozz4, nyolcat adunk hozz4, tizenegyet
adunk hozz4, akkor a kovetkezd 14 lesz
(a sorozat tagjai folé irja rendre a kii-
lonbségeket).

Tandr: Es el tudod mondani szavakkal,
hogy a magasabb varat hogyan épited
fel?

Addm: Egyet mindig mellérakok, (a ke-
zével mutatja az alsé két lapot a rajzon)
Tandr: De mit raksz mellé?

Addm: Két darab kartyat, aztdn felé
egyet, aztan még egyszer kettdt, aztan
még egyszer egyet, ... (mutatja a rajzdn)
és ahdny szintes, annyiszor kell megis-
meételni.

Dévid az aldbbiak szerint Osszegzi a ta-

pasztalatait (2. dbra):

Tandr: Mennyit kell még pluszba kérni
ahhoz, hogy egy szinttel tobb legyen?
David: Mindig 3-mal n.

Tandr: Akkor mi lenne a kovetkezd a
sorozatban?

David: 17. 17-tel nagyobb, mint az
otszintes. Es az 57. A hatszintes.

(I

2. dbra: Dévid feljegyzése az egyes kartyavarakhoz
sziikséges lapok sorozatardl
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A felismert szabdly helyességét tanari fel-
sz6litds utdn Addm az épitési folyamatra utal-
va igy magyardzza:

Addm: Mert a tetejét mindig &t kell
hazni eggyel, hogy megéalljon, és arra
még kell ketté.

Dévid nem ad magyarazatot, de a rekurziv
szabdlyt dltalanosan 6 is megfogalmazza:

Ddvid: ... minden szinthez kell rakni
3-at. Az alsénél csak 2-t.

Az otodikesek feladatlapon dolgoztak, a
problémamegoldas folyamatat a feladatlap
kérdései alapjan kovetjitk nyomon.

1. Epits hdromszintes vdrat a fénykép
alapjan!

Gerg6 az alacsonyabb varat rendre kiegé-
sziti, igy jut el a haromszintes varig. Judit
soronként kozvetlenil épiti meg. Az elké-
szllt var négyszintessé valo kiegészitésé-
hez a negyedikesekhez hasonléan a kész
hdromszintes vdrat nézve, gondolatban
elvégezve az épitést helyesen adjak meg a
sziikséges 11 lapot.

2. Az egyszintes és a kétszintes vdrat leraj-
zoltuk, folytasd a rajzoldst a hdrom-
szintes vdrral! Ird a rajzok ald, hogy
hany kartyalapbdl dll a vir!

A AN

1 szint 2 szint 3 szint

3. dbra: A feladatlapon szerepl§ illusztracié

A hdromszintes varat mindketten a két-
szinteset oldalrdl kiegészitve rajzoljak le. A
kész rajzokon megszamoljak a sziikséges la-
pokat és az abrak ala irjak.

3. Egy négyszintes vdrat kell megépitened!
Mondd meg, ehhez hdny lap sziikséges!
Elészor mindkét tanul6 le akarja rajzolni
az Gjabb varat, de a tanar emlékezteti 6ket,
hogy kordbban mar errél volt sz6. Ellentét-
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ben a negyedikesekkel, 6k mar 6ssze tud-
tdk kapcsolni a kordbban szerzett informa-

cidkat a kérdés megvalaszoldsdhoz.
4. Hény lap sziikséges a nyolcszintes
vdarhoz?

Gergd: ... (gondolkodik) Hat, mindig,
amennyit hozzdadunk, az kett6vel no-
vekszik, mert a tetejére rakunk még
egyet [egy szintet], és az két lap.

Tandr: Nézd meg [a szdmsorozatot], az
tényleg kettével novekszik?

Gergd: Otot adunk hozza, itt meg nyol-
cat. Nem, 3-mal [novekszik, amit hoz-
zdadunk.]

Gerg6 a felismert szabalyt konnyen alkal-
mazza és megadja a nyolc-, majd a kilenc-
szintes var lapjainak szamat. Tanari kérdésre
a 30-szintes var lapjainak szdmat ugyanezzel
a rekurziv médszerrel kezdi el szamolni, de
arra, hogy a 29-szintes varat hany lappal kel-
lene kiegésziteni 30-szintessé, mar nem tud
vélaszolni. Annak ellenére sem, hogy a tandr
feleleveniti vele a haromrdél négyszintesre tor-
ténd kiegészités modjat. A felismert szabdly
indoklasara nem keriil sor.

Judit elészor — helytelentil — a szintek sza-
ma és a var megépitéséhez sziikséges lapok
szama kozott egyenes aranyossagot feltételez:

Judit: A négyszinteshez kellet 26 lap. Es
még 4 szintet ra kell rakni ... (hosszabb
gondolkodds utan) az még 26 lap? ...
[Bizonytalanul, kérd6 hangstllyal.]

A sejtés ellendrzéséhez magatdl felrajzolja
a nyolcszintes varat, majd elkezdi megsza-
molni a lapokat az alsé sorban. Tandri javas-
latra leirja soronként a kapott szamokat. Ezek
alulrdl folfelé haladva: 16, 7, 14, 6, 12, 5, 10, 4,
8,3,6,2,4,1,2 (3. dbra). A 12 leirasaig min-
dig egyesével megszamolja a sorban 1évé la-
pok szamat, de a 10-et mar Ggy irja oda, hogy
végignéz az korabbi szamokon:

Tandr: Hogyan irtad oda azt a 10-et?
Nagyon gyorsan odairtad.
Judit: Eszrevettem, hogy mindig kettd-
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vel csokken [szintenként a d6l6 lapokra
gondol], mert egy part levesziink min-
dig beldle (kezével az alsé sor végén
1év6 parra mutat). Es akkor itt is min-
dig 1-gyel csokken (a vizszintes lapokat
mutatja).

4. dbra: Judit rajza a nyolcszintes varrdl

A felismert szabdlyt kovetve soronként le-
irja a szlikséges lapok szamat, majd ezeket a
szamokat Osszeadva helyes eredményt (100)
kap. A tandr emlékezteti a kordbbi sejtésére,
Judit a kovetkez6képpen magyardzza meg,
hogy az miért nem volt helyes:

Judit: Akkor arra [gondoltam], hogy
még 26,deez ...
Tandr: Es miért volt ez rossz vajon?
Judit: Mert, hogy mindig tobb kell, vagy,
.. hat, ...ha fentrél megytink lefelé, ak-
kor mindig nagyobb lett és akkor ugy
tobb kellett (két kezével mutatja, hogy
szélesedik a var)

Tandari kérésre azt is meg tudja mutatni,
hogy hol van a négyszintes var a nyolcszin-
tesben.

Tapasztalatok

Az interjuk tapasztalatait a kutatasi kérdések
alapjan foglaljuk ossze.

1. A probléma enaktiv, ikonikus, szimbo-
likus reprezentdcioi hogyan befolyd-
soljak a megolddst?

A probléma értelmezését targyi tevé-
kenység, a hiromszintes var megépitésével
segitettiik. A vizsgalt 10—11 éves tanuldknak
ez nem jelentett problémat, ahogyan az sem,

hogy a tevékenység tényleges elvégzése nél-
kil, latva a hdromszintes varat, gondolatban
folytatva az épitkezést egészitsék ki négyszin-
tessé. Az enaktivrol az ikonikus sikra torténd
valtas egyik esetben sem tortént meg 6nalld-
an. A negyedikes tanuldk a tanar javaslatara
tértek 4t erre a reprezentdciés modra, mert
enélkill nem tudtak valaszolni az 6tszintesre
torténd kiegészités kérdésére. Ugyancsak a
tanar utasitdsara jegyezték le a részeredmé-
nyeiket a rajzok ala. Az 6tédikesek a feladatla-
pon szereplé masodik utasitds alapjan tértek
at a rajzolasra, és ezzel egyidejlleg az ered-
mények szamokkal torténd lejegyzésére. A
gondolkodas athelyezése az ikonikus illetve a
szimbolikus sikra ugyanakkor problémamen-
tes volt. A megoldds sordn el6fordult, hogy
valtani kellett oda-vissza a reprezentacids
modok kozott. A sorozat képzési szabélya-
nak megfogalmazasanal a szimbolikus és az
ikonikus sikon parhuzamosan kellett gon-
dolkodni. Ez mind a négy tanulénak sikeriilt.
Megfigyelésiink 6sszhangban van Ambrus
Andrds azon megallapitdsaval, hogy az egyik
reprezentaciés modrdl a masikra valé attérés
noveli a rugalmassagot, és a problémamegol-
déas hatékonysagat (Ambrus, 1995). A felis-
mert szabdly indokldsa sordan a szamsorozat
megfigyelésébdl kiindulva Addm (10) és Judit
(11) a manipulativ tevékenységet felidézve a
rajzon mutatta meg, hogy a masodik kiilonb-
ségek miért egyenl6k 3-mal. A masik két ta-
nulé erre a kérdésre nem adott valaszt.

2. Megjelenik-e valamilyen probléma-
megolddsi stratégia a vdlaszadds sordn,
$ ha igen hogyan lehet ezeket jellemezni?

A manipulativ és a rajzos tevékenység so-
ran kétféle épitési stratégiat figyeltiink meg:
Az egyik egy rekurziv stratégia, az alacso-
nyabb var eggyel magasabbra val6 kiegészi-
tése ugy, hogy a sziikséges lapokat szinten-
ként melléhelyezik el (pl. Gergé épitkezése
és rajza). A masik modszerrel kozvetlentl az
adott szintes var allithaté el agy, hogy szin-
tenként egyszerre tessziik le a sziikséges la-
pokat. Ez a kordbban emlitett masodik tipust
sorozatképzésnek felel meg. Olyan rekurziv
modszerrel nem taldlkoztunk, amely az ala-
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csonyabb vdr rajzat egy alsébb szint ,alaraj-
zoldsaval” egészitette volna ki. Ennek vald-
szinlleg az az oka, hogy a targyi sikon ez az
eljaras nem kivitelezhetd.

A lapok 0sszeszamlalasa mindig egyesével,
soronként tortént. Egy alkalommal, Juditnak
a nyolcszintes varndl javasolta a tanar, hogy
egy-egy sor lapjainak szdmat irja a rajz mellé.
Ezzel segitette a d6lt és vizszintes lapok soro-
zatdnak felismerését, és a szamlalas helyett a
szabdlykovetés utdn a kapott tagok 6sszeada-
sat. Mind a négy tanuld esetében megtortént
a hdromszintes var lapjainak 6sszeszamoldsa
(15 lap) és annak megallapitdsa, hogy a
négyszintessé torténd kiegészitéshez 11 lap
sziikséges. Ennek ellenére egyik tanulé sem
haszndlta ezt fel magatdl a négyszintes vér
lapjainak megallapitasihoz. Az otodikesek,
miutdn a tandr erre emlékeztette Oket,
konnyen és kétkedés nélkiil alkalmaztak ezt
az Osszefiiggést, a negyedikesek azonban nem
tudtak felhaszndlni ezeket az informdcidkat
az adott kérdés megvilaszolasahoz. Annak
ellenére, hogy tobbszor is eltéré lett a négy-
szintes var lapszamara szamlalassal kapott ér-
ték, nem fogadtak el ellenérzésként a 15+11
Osszeg eredményét, hanem ismételten Gjra-
kezdték a szamlaldst. Jol kitlinik tehat, hogy a
sziikséges lapok szamat kétféle médon meg-
hatdrozva a negyedikesek nem érzékelték,
hogy ugyanarra az eredményre kell jutniuk.

A sorozat Gjabb tagjat, akar a kovetkezd
tagrol (otszintes var), akar egy kozeli, de nem
kozvetlentl kovetkezé tagrdl (nyolcszintes
var), illetve egy tavoli tagrél (30-szintes var)
van sz9, egyarant rekurziv médon hataroztak
meg. Az 6todikes Gergd csak a szdmsorozat
folytatasaval kapott eredményt, a tobbi tanulé
azonban a sziikséges rajzokat is elkészitette.

3. Mi jellemzi az adott korosztdlyban a
mintakeresést mint dltaldnos problé-
mamegoldo stratégidt?

Mind az n-edik kartyavarhoz sziikséges la-
pok szamdabdl éll6 sorozat (2, 7, 15, 26, ...),
mind az -szintes kartyavar egyes szintjeinek
megépitéséhez sziikséges lapok szamabdl allé
sorozat (2, 5, 8, 11, ...) el6fordult a tanuldk
megoldasaiban. Az elsé tipusi sorozatot
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mind a négy tanulé hasznalta, a mdsodik
tipusut pedig egy tanulé. A szabalyfelismerés
a szdmsorozat alapjan megtortént, mindegyik
tanuld rajott, hogy a kiilonbségek sorozata
3-mal né az elsé tipust sorozatban. Ennek
megfogalmazdsa pontatlan, utal a sorozat
els6 néhany tagjara: ,mindig hozza kell adni
3-at” (Addm), ,mindig 3-mal né” (Dévid),
3-mal [no6vekszik, amit hozzdadunk] (Gergd)
és ,mindig kett6vel csokken ... itt is mindig
1-gyel csokken (Judit). Elgondoldsukat a
sorozat konkrét tagokkal torténd folytatasaval
tették egyértelmiivé.

A felismert szabdly indoklésa, ti., hogy hol
ez a 3 lapbol all6 novekmény az épitmény-
ben, Addm és Judit esetében sikeriilt. Mind-
ketten az épitkezés folyamatdval indokoltak:
»Mert a tetejét mindig at kell htuzni 1-gyel,
hogy megalljon, és arra még kell 2" (Adam),
és ,Eszrevettem, hogy mindig 2-vel csokken
[szintenként a d616 lapokra gondol], mert egy
part levesziink mindig beléle (kezével az alsé
sor végén 1évé parra mutat). Es akkor itt is
mindig 1-gyel csokken. (a vizszintes lapokat
mutatja)” (Judit). Megemlitend6 még Judit
magyarazata, aki az elsé, egyenes ardnyos-
sagra vonatkozé sejtésének helytelenségét a
nyolcszintes var megrajzolasaval ellendrizte,
és — igaz, csak tandri kérdésre —magyarazta
is, megmutatva a rajzon, hogy az hogyan fog-
lalja magaban az alacsonyabb vérat.

Osszegzés

A harom reprezentaciés sik haszndlata nem
idegen a vizsgalt 4-5. osztalyos (10—11 éves)
tanuléktél. A manipulativ sikon magabizto-
san mozognak, a probléma megértését ez a
reprezentacids mod nagyon jol segiti. Az iko-
nikus sikra 6nmaguktol ugyan nem térnek at,
am tandri javaslatra ezt problémamentesen
képesek megtenni. A tapasztalatok szamso-
rozat formdjaban torténd leirdsa szintén ta-
ndri utasitasra torténik, ugyancsak probléma
nélkil. A fiatalabbakndl a reprezentaciés mé-
dok kozotti valtas nehézkesebb, az idésebbek
mindkét irdnyban koénnyen valtanak érvelés
kozben.
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A problémamegolddsban haszndlt straté-
gidk koztl kiemelhetd a konkrét esetek vizs-
galata, a lapok szamanak meghatarozasa egy-
szer( leszdmolassal.

A sorozat folytatasa a targyi és rajzos tevé-
kenység folyamatat kovetve rekurziv médon
torténik, a felismert szabdly melletti érvelés
jellemzden az épitkezési folyamatra utal. A
mintakeresés mint problémamegoldé straté-
gia két esetben a minta konkrét alkalmazasa-
val lezarul, két esetben pedig megtorténik a
minta igazoldsa is a targyi tevékenységre ta-
maszkodva.

A kiindulé probléma tehét jél szolgdlja a
sorozat modellszerepének megismerését és
az induktiv gondolatmenet a reprezentdci-
6s médok véltogatasaval egytitt hozzajarul a
tanuldék Osszefiiggésfelismerd képességének
fejlesztéséhez.

Koszonetnyilvanitas

A tanulmany elkészitését a Magyar Tudoma-
nyos Akadémia Tantargypedagdgiai Kutatési
Programja tdmogatta.
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Let's discover the solution: look for a pattern!

With the support of the Content Pedagogy Research Program of the Hungarian Academy of
Sciences, we have developed a research program that examines the characteristics of problem-
solving thinking in different age groups. In our paper, we analyse students’ responses to a ques-
tion that can represent a proper problem for each age group. Our research focuses primarily
on students’ capabilities of modelling and recognizing patterns. Our question is the following:
how does recognizing patterns and arguing for them lead to discovery. We also examine how
do different types of representations of the same problem affect the problem solving process.

Keywords: problem based learning, patterning, representations, definite pattern, inductive

reasoning
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