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A matematikatanitdasban a feladatok! kivdlasztdsdndl alapvetd szempontok a tanitandé
tananyag, és annak a csoportnak a szintje, akik majd részt vesznek a megolddsban. Vannak
azonban olyan feladatok, amelyek jellegiiknél fogva tobbféle modon is megoldhatok, és a
megolddsok aszerint is kiilonboznek, hogy milyen feltételek mentén késziiltek — ezek az tigyne-
vezett nyitott feladatok. Felhaszndldsuk és jelentdségiik a matematikaoktatdsban évtizedek
Ota kutatott téma. Ebben a témdban én is évek dta végzek kutatdsokat, melyhez egy also tago-
zatosoknak késziilt feladatomat (Ambrus, 2010) haszndlom fel. A matematikai tartalmdt
megtartva, kiilonféle szovegvdltozatokat alakitottam ki. Vizsgdlataim a felsé tagozatosokon
til a kozépiskolai korosztdlyra, sét a tandrszakos hallgatokra is kiterjednek. Bdar a matema-
tikai tartalom csekély, mégis nehéznek bizonyul dltaldban a feladat megolddsa, amelynek
egyik oka, hogy a matematika-tankonyvek és -ordk csupdn ritkdn foglalkoznak nyitott felada-

tokkal.

Kulcsszavak: nyitott feladatok, valosdgkizeli szitudcion alapulo feladatok, széveges feladatok,

probléma varidciok
Bevezetés

A szoveges feladatok megolddsa nem kony-
nyld. A széveg megértése, az Osszefiiggések
atgondolasa, a megfelel6 matematikai isme-
ret kivalasztasa és helyes alkalmazdsa majd
az eredmény Osszevetése a feladat kérdésével,
amihez az ellenérzés is hozzdtartozik (kielégi-
ti-e a feltételeket), nemcsak komplex feladat,
de lépésenként is komoly probatétel lehet.

A tanulok altalaban igyekeznek egyszeri-
siteni és minél sikeresebbé tenni munkdjukat,
ezért killonbozé stratégidkat keresnek a meg-
oldashoz. Ezek kozott jelentds helyet foglalnak
el azok, amelyek a szoveg gyors atolvasésa so-
rdn a ,helyes mtvelet” megtaldldsara koncent-
rdlnak és ehhez killonbozé ,kulcsszavakat”
keresnek (Reusser és Stebler, 1997), hiszen
leggyakrabban erre van sziikség a szévegbe
oltoztetett szimfeladvanyok megoldésa soran.

De mi a helyzet, ha ez a mtvelet nem is
adhat megfelel6 valaszt a feladat kérdésére,

1 A ,feladat” és a ,probléma” fogalmak a tanulményban
felvaltva szerepelnek, és hasznélatuk nem kalonil el
élesen a téma jellege miatt.
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hiszen a megoldds tovdbbi feltételektdl is
fiigg, és ezek mentén tobb helyes megoldas is
lehetséges? Ugyanis olyan feladatrdl van szo,
ami nyitott.

Elméleti hattér

A magyar oktatasi gyakorlatban féleg olyan
feladatok szerepelnek, amelyek zartak, vagy
zartnak tlnnek (Ambrus, 2004), noha a nyi-
tott feladatok a matematika tanitdsa szem-
pontjabdl fontosak (Pehkonen, 1995; Munroe,
2015).

A, nyitott kozelités” tanitdsi modszerét,
melynek lényege nyitott végi problémak alkal-
mazésa a matematikadran a ,matematikai” vita-
készség fejlesztése céljabol, Japanban dolgoztak
ki a XX. szdzad hetvenes éveiben. Ezzel egy id6-
ben lettek népszertiek Anglidban a kutatdsi, il-
letve matematikai vizsgalatokkal kapcsolatos fel-
adatok a matematika tanitasaban (Silver, 1995).

a) Nyitott és zdrt feladatok és kapcsolatuk

Ha egy feladatban mind a kiindulési feltéte-
lek, mind az elérendd cél pontosan meghata-
rozott, zart feladatrdl beszéliink. Ha azonban
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a kiindulas vagy a végallapot kozil az egyik,
vagy akdr mindketté nem ilyen, a feladat nyi-
tott. A feladatok kezdeti és végéllapota sze-
rinti besoroldsdéhoz tobbféle ,feladattipus”
megadhato (Pehkonen, 1995).

Altalanosabb értelmezés szerint azok a fel-
adatok is nyitottnak tekintheték, amelyeknél
a kezd6 és végallapot pontosan meghatdro-
zott, de tobbféle megoldas lehetséges (Blum
és Wiegand, 1999). A kezdeti és végallapot
illetve a megoldasi mod egyértelmtsége (is-
mertsége) alapjan a feladatok tipusokba is so-
rolhatok (Biichter és Leuders, 2005), aminek
jelentéségét nem a kategéridk pontositisa
adja, hanem — ennek révén — a kilonbozé
feladattipusok tudatos alkalmazasa/készitése.

A hazai oktatasi gyakorlatban jelen vannak
a nyitott feladatok, hiszen optimalis esetben
egy matematikadran még egyszer(i felada-
tok esetén is gyakran hangzik el a ,Te hogyan
gondolkodtal?” vagy ,Kinek van mdsik meg-
oldasa?” kérdés. Az érkezé valaszok nemcsak
a tananyag elsajatitdsinak mértékérél adnak
felvilagositast, hanem a tanuldék gondolko-
dasmodjardl is, és gyakran sziiletnek kiilon-
b6z6 megkozelitések alapjan, 1ényegileg kii-
16nb6z6 megoldasok. Azonban a nyilt és zart
feladatok nem feltétlentl killontilnek el élesen
egymastdl, de az fontos is, hogy kiillonboz6
modszertani célokhoz kiilonbozé jellegt fel-
adatok kapcsolédjanak.

1. Példa

Alapfeladat
Szamitsd ki:
4-102-64+26+6=

1. Nyilt valtozat:
Szamitsd ki tobbféle mdédon az elbbi fel-
adatot!

2. Nyilt valtozat:
Helyezz el zaréjeleket és oldd meg a kapott
feladatokat!
4-102-6+26+6=

3. Nyilt valtozat:
Fogalmazz meg olyan szoveges feladatot,
amely a kovetkezé médon oldhaté meg:
4-102-6+26+6=
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Az alapfeladat egyszeri szamolds. Ha a
tandr elsésorban a helyes muveletvégzésre
kivancsi — tehat az eredményt kérdezi csu-
pan —, akkor zart feladatként kezeli, hiszen a
megoldasi utat is adottnak veszi. A feladat cél-
ja ebben az esetben a szamoldsi rutin begya-
korlasa. Ha azonban azt is megkérdezi, hogy
ki hogyan gondolkodott, akkor mar tobbféle
eljaras is felmertilhet — tehét a feladatot nyi-
tottként kezelte.

Az elsé nyilt vdltozatban eleve nyitott fel-
adatként adtuk fel a szdmitast, utalva arra,
hogy tobbféle szamitasi méd megtaldlasa is
feladat.

A madsik két nyilt viltozatban pedig az ere-
deti feladat két olyan variacidja szerepel, ami
a feladatot szintén eleve nyitotta tette, de ez-
uttal tovabbi kiegészitéssel.

Ha nyilvanvald, hogy nyitott a feladat, ak-
kor sem egyszer( kezelni a nyitottsdgot, hi-
szen mint a példan is lattuk, tovabb kell gon-
dolkodni rajta, otletekre, tobb szdmoldasra van
sziikség.

b) Valos/ elképzelheté helyzeten alapulo
nyitott feladatok

Valés helyzeten alapuld feladatok latszolag
gyakran szerepelnek a matematika oktatasa-
ban, hiszen sok feladat sz6l mindennapi élet-
tel kapcsolatos dolgokrdl, esetleg allatokrdl,
novényekrdl. Ezek azonban sokszor nem va-
16s adatokkal dolgoznalk, illetve a megoldasuk
sordn a szoveges feladatokndl mar emlitett
,bedltoztetett” muvelet(sor) megtaldlasa a
legf6bb cél. Tobb felmérés sziiletett mar azzal
kapcsolatban, hogy a szoveges feladatok meg-
oldasa sordn a tanuldk rutinszertien dolgoz-
nak, a valos tartalmat figyelmen kiviil hagy-
jak (Puchalska és Semadeni 1987; Verschaffel,
1994; Csikos, Kelemen és Verschalffel, 2011).
Egyszer( feladatok esetén is gyakran elfe-
lejti a megoldd, mirdl is szdl a feladat szovege,
és a megadott szamok, valamint a feltett kér-
dés kozott 6sszefiiggést probal teremteni, de
nem feltétleniil a szituacié atgondolasaval.

2. Példa
a. Egy ember kotelet szeretne kifesziteni két,
egymastol 12 méterre levé rad kozott, de
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csak 1,5 méteres darabok vannak. Hany
darabot kellene ezekbdl 0sszekotoznie,
hogy atérjen a két rud kozott?

b. Karcsinak 5 baratja van, Gyurinak pedig
6. Karcsi és Gyuri ugy dontottek, hogy
egylitt rendeznek egy bulit. Meghivtak va-
lamennyi baratjukat, akik mind el is jottek.
Hényan voltak ott a partin?

A koteles feladatban a mar kordbban em-
litett ,keresett miivelet” az osztds. A kapott
eredmény egész szam, és latszolag rendben
is van a dolog, hiszen 8 darab 1,5 m-es kotél
jott ki és, ugye, ezt is kérdezte a feladat? Saj-
nos nem ezt, hiszen 9sszekotésrél is szé volt,
amihez tovabbi kotélre van szitkség — de eh-
hez meg kell gondolni, ez mennyi lehet, azaz
figyelembe kell venni a val6sagos helyzetet is.

A masodik feladatban latszélag még egy-
szerlbb a helyzet, csak osszeadni kell egyje-
gyl szamokat és 5+6+2=13 (latszdlag) a he-
lyes valasz. A valésagban azonban figyelembe
kell venni, tovabbi feltételeket, hogy lehetnek
példaul kozos baratok, lehet, hogy a baratok
kozé mar Karcsi és Gyuri is bele lett szamitva.

A valés szitudcidkon alapulé nyitott felada-
tok — modellezési feladatok — megoldasa cik-
likus folyamatként képzelhetd el, mely tobb
vagy csak néhany lépésbdl all (Burkhardt,
1994; Blum és Niss, 1991; Verschalffel et al.
2000; Blum, 2007; Verschalffel, 2010).

Az iskolai hasznélatra Blum az egyszeribb,
négy lépéses modellezési ciklust (Blum, 2008)
ajanlja, melynek 1épései: 1. Feladat megértése,
2. Modell készitése, 3. A matematika alkalma-
zésa, 4. Az eredmény értékelése. Az utdbbi
1épés utan sziikség esetén megint az 1. 1épés
kovetkezhet — példdul abban az esetben, ha
az alkalmazott modell helytelen eredmény-
hez vezetett, vagy a kapott eredmény még
spontositasra” szorul, amelyhez a kezdeti fel-
tételek alakitasa sziikséges.

A felmérés alapfeladata és variacioi

Alapfeladat:
A kirdlyné ruhdi

o Amidta a fiatal kirdlyné a palotdba kol-
tozott, minden héten Gj ruhdt varratott.

Hény napja lakik ott, ha mdr 35 4j ruhdja

van?

(Ambrus, 2010, 25. 0.)
Lehetséges megoldds:

Vérhat6 valasz a 245, 35 héttel ,szamolva’,
hiszen 35-sz6r 7 = 245. De mi van, ha esetleg
nem 35 teljes hét telik el, hiszen az is lehet,
hogy miutdn megkapta a 35. ruhdt, még to-
vabbi napok is eltelnek a kovetkezd, a 36. ru-
hdig?

Elészor is szitkséges a szitudcié megisme-
rése, feltételek tisztdzasa: (nyitott helyzet, 34
teljes hét és valamennyi nap még). Tegyiik fel,
hogy mindig a hét ugyanazon a napjan kap-
ta az 4j ruhdjat, az elsét mindjart érkezéskor.
Majd elkésziilhet a matematikai modell: 7-34
és még néhany nap de nem tébb, mint egy
hét.

Ezt koveti a szdmitds a modell alapjan,
azaz 7-34=238 a teljes hetek alatti napok sza-
ma, és ehhez még hozzdjon legaldbb 1, de
akdr 2, 3, 4, 5, 6, 7 nap, attdl fuggben, hogy
hany nap telt el a 35. ruha ,6ta” Azaz (helye-
sen) 239 nap legalabb, és 245 nap legfeljebb
az eredmény.

Az eredmény értékelése soran kidertl az
is, hogy akdr 245 napndl is hosszabb ideje le-
het ott, ha példaul mas napon kapja a ruhat.

Ha tehat pontosabban szeretnénk meg-
mondani, hany napja lakik ott, tovabbi felté-
telek kellenek.

A 245 tehét értelmetlen vélasz egy egysze-
ri kérdésre? Nem, itt masrol van szo, hiszen a
245 egy lehetséges jo értéket ad meg. Viszont a
gond az, hogy az eredmény csak bizonyos fel-
tételek kozott igaz, tovabbi/mas feltételekkel
mds jé valaszok is lehetségesek, ami éppen a
szitudcio valésagkozeli voltabdl, illetve a fel-
adat nyitottsagabdl adddik.

Az elBbbi feladat tartalmdban azonos szo-
vegvaltozata a kovetkezd:

Zsebpénz
o Amidta Pistiék 4j lakasba koltoztek, he-
tente kapja a zsebpénzét, 1000 forintot,
amit azéta mindig félre is tesz.
Hdny napja laknak ott, ha mar 35 000 fo-
rintot gy(jtott igy ossze.
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Bar az el6bbi két feladatvaltozat matemati-
kai tartalma csekély, feltételek meghatarozasa
és ezekhez a megfelel6 megoldasok elkészité-
se, rendszerezése mar komoly feladat lehet a
14—18 éves korosztalynak is.

Példaul, nézziik a kovetkezd lehetséges fel-
tételek alapjan ad6dé megolddsokat az utébbi
szoveghez, ahol a ,hét” naptari hét értelem-
ben hasznélatos:

1. Mindig a hét ugyanazon napjan kapja a
pénzt, és tudjuk, hogy a hét mely napjan kol-
toztek be.

[gy példaul, ha hétfén koltoztek be, és min-
dig hétfén kapja a zsebpénzt, akkor a kovetke-
z6 megoldast kapjuk: Legalabb 239 nap (34 tel-
jes hét, 238 nap, +1 nap) és legfeljebb 245 nap.

2. Mindig a hét ugyanazon napjan kapja a
zsebpénzt és nem tudjuk melyik napon kol-
toztek be az Gj lakdsba. Igy adédik az a megol-
das, hogy legalabb 239 napja és legfeljebb 251
napja lakhatnak ott.

3. Ismeretes melyik napon (a héten) kol-
toztek be és a zsebpénzt a hét barmelyik nap-
jan kaphatja.

4. Nem ismeretes a hét mely napjan kol-
toztek be, és az sem, hogy melyik napon kap
zsebpénzt. Igy adédik a kovetkezd megoldas:
Legalabb 233 nap és legfeljebb 251 nap.

A két utdbbi feltétel szerinti megoldast
részletezi a kovetkezd tablazat.

Erkezési nap Tartézkodas legfeljebb
legaldbb

Hétfo 34x7+1= 239 35x7+6= 251
Kedd 6+33x7+1=238 6+34x7+6= 250
Szerda 5+33x7+1= 237 5+34x7+6= 249
Csiitortok 4+33x7+1=236 4+34x7+6= 248
Péntek 3+33x7+1= 235 3+34x7+6= 247
Szombat 2+33x7+1= 234 2+34x7+6= 246
Vasarnap 1+33x7+1= 233 1+34x7+6= 245

1. tabldzat: Rogzitett napon érkezett a csalad, de a hét
barmelyik napjan kaphat zsebpénzt Pisti
(a héten egyszer)

A tablazatbdl kiolvashaté, hogy példaul hét-
f6i érkezés esetén, ha rogton aznap zsebpénzt is
kap Pisti, akkor 34 teljes hétnek legaldbb el kell
telnie 34 heti zsebpénzhez, viszont minimum
1 tovabbi nap (akkor kap megint zsebpénzt)
legaldbb sziikséges. A hozzdadhat6 napok sza-
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ma viszont legfeljebb 6, hiszen a legkésébb a 7.
napig meg kell kapnia a 36. heti zsebpénzt.

Ha egyik feltételt sem rogzitjiikk (4. eset: a
hét barmelyik napjan érkezhetett és barmikor
kaphat zsebpénzt egy adott héten), akkor a
fenti tablazat két sz€ls6 értéke, azaz minimum
233 nap és maximum 251 nap a megoldas.

A feladat lehetséges megoldas(ai)hoz ke-
vés matematikai ismeret sziikséges, viszont
kialonbozé szinten készitheté(k) el és a szi-
tudcio is konnyen elképzelhetd. Igy ez a fel-
adat (esetleg a két varidcié felhaszndalasaval)
alkalmas arra, hogy killonbozé kutatasi kér-
déseket vizsgaljunk a feladattal kapcsolatban
a korosztélyok széles skaldjan.

Korabbi vizsgalatok

Tanuldk és egyetemistdk kozott azt vizsgaltuk,
hogy mennyire képesek felismerni (és kezelni)
a ,A kiralyné ruhai’, illetve a ,Zsebpénz” fel-
adat nyitottsagat. Egy megoldast ,nyitott”-nak
tekintettiink, ha megjelenik benne (esetleg
pontatlanul és hibdkkal) hogy a feladatnak
tobbféle j6 megoldasa is lehet. Példaul feltételt
ad egyetlen szdmszer(i eredményhez.

A résztvevoktdl azt kértiik, hogy a kirdlynds/
zsebpénzes feladatot 6ndlléan oldjak meg. A
megoldashoz semmilyen segitséget nem kap-
tak és név nélkiil dolgozhattak. Idékorlat nem
volt, de dltaldban 10-15 percnél tovabb na-
gyon kevesen akartak dolgozni. A megolddsok
beaddsa utdn az esetek tobbségében roviden
megbeszélésre kertlt néhany lehetséges meg-
oldas. A felmérést részben a szerzd, részben
erre véllalkozo kollégak végezték.

Az elsé vizsgdlatokra Németorszagban,
Finnorszagban és Magyarorszagon kertlt sor a
,Kirdlyné ruhai” feladattal (2010-2011), ebben
103 tanul6 a 3. osztalyokbdl és 216 tanuld a 4.
osztalyokbdl vett részt. A megoldasok kiértékelé-
se utan részletes hibavizsgdlat is késziilt. A vizs-
galatban — Radatz hibakategéridinak (Radatz,
1979, idézi Ambrus és Sziics, 2016) felhasznalasa-
val — a tanuléi hibakat elemeztiik aszerint, hogy
az illetd zartan (feltételezve az egyetlen megoldas
lehet&ségét) vagy nyitottan (feltételezve feltétel-
t6l fuggben valtozé megoldas lehetéségét) gon-
dolkodott (Ambrus és Sziics, 2016).
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Nyitott Zart Nincs | Osszesen
feladat- feladat- vélasz
ként ként
értelmezi | értelmezi
3. osztélybdl 16 65 22 103
4. osztalybol 22 183 11 216
Osszesen 38 248 33 319

2. tabldzat: Az els vizsgalatok eredményei német,
finn és magyar als6 tagozatosok kérében

Ahogy az a 2. tabldzatbol 1atszik, a tanulok
mintegy 10%-a értelmezte nyitottként a fel-
adatot. A megoldasokban sok szdmoldsi hiba
is akadt, és a nyitottnak tekintheté megolda-
sok ,szinvonala” is igen kiilonbozé volt.
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1. dbra: 3. osztalyos tanuldé megoldasa

Az 1. dbrdn lathaté megoldasnal a kapott
eredmény mellett vdlaszként megjelenik a
sejtés, hogy a tanuld vélhetéen nyitottnak ér-
telmezte a feladatot, hiszen egy intervallumot
ad meg megoldasul.
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2. dbra: 4. osztalyos tanulé megoldasa
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Ennél a tanulénal (2. dbra) a megoldasbol
latszik, hogy a kapott 245-6s eredmény utan
meggondolta, hogy akdr tovabbi napok is el-
telhettek még, és a ruhdk szdma nem gyara-
podott. Azonban megfeledkezik arrdl, hogy a
7. napon mar van Ujabb ruha.
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3. dbra: 4. osztélyos tanulé megolddsa

A tanul6 (L. 3. dbra) feltételt is ad (2 pél-
daval): a kirdlyné az érkezés napjan kapja

meg az elsé ruhdjat. Bar nem irja, de feltéte-
lezi, hogy ezek utdn mindig pontosan egy hét
mulva ezen napon kapja a tovébbi ruhdkat,
igy 35 teljes hét telik el, mig 35 ruhdja van. A
246. napon ebben az esetben madr a 36. ruhat
kapn4, de errél nem szl a megoldas. Viszont
hozzaad legfeljebb 6 napot a 245-hoz, és ez-
zel gyakorlatilag az el6bbi megoldas szerint
gondolkodik. A tanulénal megjelenik tehat
a nyitott gondolkodas, de ezzel kapcsolatos
gondolatait rendezni még nem tudja.

A ,A kiralyn6 ruhai” feladatot 5. és 6. osz-
talyos tanuldk is megoldottak néhdny magyar
és német osztdlyban: a ,nyitottsdg” felisme-
rése némileg csokkent, annak ellenére, hogy
magasabb évfolyamokrdl volt szd, a szamo-
lasi hibdk mennyisége azonban jelentésen
csokkent.

Az el6bbiek alapjan egyrészt felmeriilt a
kérdés, hogy vajon hogyan oldjak meg a fel-
adatot tovabbi korosztalyok, masrészt az de-
rilt ki, hogy a megoldasok kiértékelésénél
»szélesebb korsav”-okat is lehet haszndlni,
ugyanis a megolddsok a nyitottsag észlelése
szempontjabdl nem mutattak jelentds eltérést
minden korosztdly esetében.

A kisérletben részt vevé tanitok és tanarok
beszamoltak esetenkénti érdektelenségrdl is,
amelyet a megoldds soran tapasztaltak. Ezt
a szovegezésnek tulajdonitottdk. Tobb osz-
talyban utébb komoly vitét is kivéltott a kér-
dés, hogy miért kell a kirdlynének ilyen sok
ruha. Ezért egy madsik szovegvaltozat késziilt
el, ezattal ,pénzes” témaban, amely egyrészt
érdekesebb téma, amely segitheti a megoldast
is (Mérd, 2011), méasrészt az idésebb koroszta-
lyoknak is megfelelébb (1. ,Zsebpénz” feladat).

Tovabbi felmérésekre kertlt sor 2012 és
2014 kozott magyar résztvevikkel a ,Zseb-
pénz” feladattal, amelyben egy kisvarosi al-
taldnos iskola 6-—7. osztdlyos 101 tanuldja,
budapesti ,atlagosnak” mondhaté gimndazi-
umokbol 9-12. osztélyosok koziil 45 tanulo,
valamint 1. éves budapesti 136 egyetemista
vettek részt. A vizsgalati feltételek ugyanazok
voltak, mint az el6z6 esetben és a vizsgdlat
célja is.

A feltételezés az volt, hogy a felsébb iskolai
osztalyokban, illetve az egyetemen a tanulék/
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egyetemistak a feladat nyitottsagat konnyeb-
ben felismerik, hiszen egyrészt egy szamuk-
ra bizonyara kénnyen elképzelhet6/atlathaté
szitudciordl van sz, masrészt a sziikséges
szamolds mdr biztosan rutineljards, tehdt
semmi gondot nem okoz, igy kiillonésen a
kozépiskolai osztilyokban mdédjuk van arra,
hogy a rendelkezésre all6 idét a szitudcié ala-
pos atgondolasara forditsak.

Tanulék 6-7. 9-10. 11-12.
osztaly osztaly osztaly
Nyitott
feladatként 2 4 9
kezeli
Egyéb 99 18 14
Osszesen 101 22 23
Egyete- Biolégia | Matematika | Matematika
mistak szakos szakos tandri
Nyitott
feladatként 10 31 34
kezeli
Egyéb 40 7 12
Osszesen 50 38 48

3. tdbldzat: Eredmények a tovabbi felmérések soran,
magyar tanulok és egyetemistak korében 2012—2014.

A téblazatbodl lathatd, hogy a feltételezé-
stink — a vizsgalt kérben — részben igazold-
dott, hiszen a feladatot valéban jelentésen
tobben kezelték nyitottan.

Bar ez a felmérés sem volt reprezentativ és a
létszamok alapjan is megalapozatlan lenne ko-
vetkeztetéseket levonni, Ggy tlint bizonyos ko-
rilmények, példdul felsébb korosztily, mate-
matika-iranyultsag, javitja az eredményeket. A
megoldasok azonban véltozatosan alakultak.

Tobb dolgozatban megjelenik a feltételtdl
fiigg6 eredmény gondolata, ha nem is mindig
tokéletesen, ahogy az a kovetkezékben idé-

zett tanul6i megoldasokbdl is latszik.
bhe ke
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4. dbra: 12. osztalyos tanulé megoldasa

A megolddson (4. dbra) lathatd, hogy a
tanuld felismerte a feltételek megfogalmaza-
sanak sziikségességét. Feltételként a zsebpénz
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megkapasanak napjét jeloli meg két konkrét
eset targyaldsaval. Nem adja meg, hogy sze-
rinte van-e még ilyen feltétel mellett mas eset
is, és nem jelenik meg az a lehetdség, hogy az
adott nap el6tt és utdn is van olyan idészak,
amikor mdr ott lakhattak.
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S. dbra: 12. osztalyos tanulé megoldasa

A megoldas (5. dbra) itt is feltételként a
zsebpénz megkapasanak napjat jeloli meg. Az
is latszik, hogy csak ezt a lehetdséget vizsgal-
ja, hiszen, ha 239 napot ad meg arra az eset-
re, amikor Pisti mindig ugyanazon a napon
és hétfén kapta a zsebpénzt Ez azt is jelenti,
hogy 34 teljes hét telik el addig, mig elkovet-
kezik az a nap, amikor megkapja az utolso, 35.
zsebpénzt, azaz 0sszesen 238+1 nap. Ha a hé-
ten maskor kap pénzt mindig, akkor viszont
tovabbi napokat kell hozzdszamitani (legfel-
jebb tovdbbi 6 eset lehetséges).
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6. dbra: 6. osztalyos tanulé megoldasa

Ebben a megoldasban (6. dbra) a zsebpénz
megkapdsanak feltételeként jelenik meg a
teljes hét ott toltése, de megjelenik az a gon-
dolat is, hogy akér 6 napig is ott lakhat még
Pisti, amig a kovetkezd heti zsebpénzt meg-
kapja. Nem vildgos azonban, hogy a 251 utdni
szamok mire vonatkoznak — taldn visszafelé
szamol, és arra gondol, hogy mar akér az elsé
zsebpénz megkapasa el6tt is ott lakhattak, de
errél nem ir semmit.



Egy nyitott, valds szituacidn alapulé feladat varidciéi az oktatasban és a didaktikai kutatdsban

Az egyetemistdk esetében elmondhatd,
hogy bér a felmérésben részt vett hallgatok
esetében a bioldgiaszakosokhoz képest ta-
pasztalhato javulas a matematikaszakosoknal,
azonban naluk sem természetes a ,nyitottsag”
észrevétele, azaz a szitudcié dtgondoldsa — és
ezt a 2016-ban végzett Gjabb (ezdttal német-
orszagi egyetemista csoportok bevondsaval
kiegészitett) felmérések is alatdmasztottak,

ahogy ez a 4. tdbldzatbol latszik.

magyar magyar
matematika matematika
tandrszakos tandrszakos
hallgaté hallgaté
L. éves I1I. éves
nylto'ttnak 91 9
kezeli
egyéb 11 25
osszesen 32 27
német matematika német
tandrszakos tanitd szakos
hallgaté hallgaté
4—6. féléves 6. féléves
nylto'ttnak 8 3
kezeli
egyéb 16 44
osszesen 24 47

4. tabldzat: A 2016-os vizsgélat eredményei magyar
és német egyetemistak korében

A felsébb osztilyokban sem egyértelmi
a ,javulds’, még ha a kordbbi mérés szerint
esetleg ugy is tlinik (3. tdbldzat), hiszen 2016-
ban egy vidéki varos gimnaziuméban 9. és 10.
osztalyosok korében végezve a felmérést, 74
tanulé kozil csak 6 olyan akadt, aki ,nyitott”-
nak értékelheté megoldast adott a ,Zseb-
pénz” feladatra.

Atnézve az eddigi eredményeket a kép
nemcsak véltozatos, de elgondolkodtaté is.
Egyrészt kideriilt, hogy mar kis mintdn is
latszik, hogy a feladat ,nyitott” voltanak felis-
merése nem a felsébb évfolyamok kivaltsaga,
madsrészt gyanithatd, hogy a matematika irdn-
ti érdeklddés csak egy tényezé (lehet) azok
kozott, amelyek befolydsoljak a megoldast.

Az eredmények hatterében az iskolai fel-
adatkulturaval, a feladatok kezelésével kap-
csolatos problémdk is allhatnak. Egyrészt a

valéban valds szitudcion alapul6é feladatok
mennyisége, illetve ezek megfeleld kezelése
lehet, hogy elmarad a kivanatostél. A tanuldk
matematikdval szembeni bedllitottsaga is je-
lentésen befolyasolhatja a megoldds maédjat.

A legujabb felmérés és elso
eredményei

Az eddigi eredmények alapjan egyrészt fel-
meriilt, hogy pontosabb kovetkeztetéshez
pontosabb mérési feltételek mellett, statiszti-
kai médszerekkel kellene az 9sszefiiggéseket
vizsgalni (példaul matematikai teljesitmény,
érdekl6dés a matematika irant, évfolyam,
megoldd neme) tekintetében. Masrészt az is,
hogy majd ezekre a pontosabb vizsgalatokra
alapozva fontos lenne olyan iskolai fejlesztési,
illetve tanar-(tovabb)képzési anyag kidolgo-
zésa, amely a valds tartalommal biré széve-
ges feladatok realisztikus megoldasat tlizné ki
célul.

Magyar Tudomdnyos Akadémia kibdvitett
szakmdodszertani pdlydzatinak (2016—2020)
keretén beliil — A Komplex Matematikatani-
tas a XXI. szdzadban — A matematikai gon-
dolkodds fejlesztése a legiijabb kutatdsi ered-
mények alapjin — kutatécsoport? tagjaként
nyilt lehetéségem az el6bbi kutatds megkez-
désére. A kutatocsoporton belil létrehozott
kisebb tematikus csoportok koziil a 3. cso-
port® foglalkozik a téméval. A f6 célunk an-
nak vizsgalata, hogy a tanulék mennyire ,nyi-
tottan” képesek gondolkodni, hogyan tudnak
nyitott, valds tartalmi szoveges feladatot
kezelni, valamint annak kutatasa, hogyan fej-
leszthetd tanuldk és tanarszakos, hallgaték
gondolkoddsa ezen a téren.

Mindenekel6tt az eddigi eredmények-
re alapozva egy nagymintas iskolai vizsgalat
megtervezésére és kivitelezésére kertilt sor.

Felmérést a — jelenlegi kezdeti fazisban —
elészor tanulok korében (2-10. osztalyig) a
»Zsebpénz” feladattal, illetve annak alkalmas

2 Honlap: https://sites.google.com/view/mtakomplexmat
3 Tagjai: Ambrus Gabriella, Csikos Csaba, Emese Gyorgy,
Kovacs Zoltan, Kénya Eszter, Szitdnyi Judit, Varga Eszter.
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valtozatdval végeztiikk 2017 elsé felében. Eh-
hez kérdéiv is tarsult, amelyet a csoport tag-
jainak és gyakorl6 pedagogusok részvételével
alakitottunk ki, és segitségével konkrétan a
feladatra vonatkozé kérdéseken kivill s meg-
old6 matematikdval szembeni bedllitottsaga-
val, illetve teljesitményével (osztalyzat) kap-
csolatban tesziink fel kérdéseket.

A tervek kozott tovabbi felmérések is sze-
repelnek tanar- és tanité szakos hallgatok ko-
rében — szintén kérddivvel.

F6 kutatdsi célunk ebben a felmérésben az,
hogy hogyan alakul a tanuldk realisztikus (a
szitudcio szempontjabdl helyesnek tekinthetd)
vdlaszaddsa a 2—10. évfolyamokon, és megol-
ddsuk hogyan fiigg Ossze egyéb tényezdkkel (pél-
dadul osztdlyzat vagy matematikai érdeklddeés).

Az elézetes tapasztalatok alapjan

« az also tagozaton évente, de ezutdn a
magasabb évfolyamokon csak két éven-
ként valasztottunk évfolyamot vizsga-
latra,

» figyelembe vettilk, hogy a szdmolds
gondot okoz alsé tagozaton, de még
hatodik osztaly kornyékén is, ezért
egy kisebb szamkoérben megold-
haté szovegvaltozatot alkalmaztunk
az alsébb osztadlyokban, illetve a 6.
osztalyban az osztalyok egyik fele a
kisebb szamkoérben mozgéd ,Arany-
pénz’, mig a masik fele a ,Zsebpénz”
feladatot oldotta meg.

« Nyilvanvalé volt, hogy elég nagy minta
kell, ha a ,realisztikus” megolddsokat is
kiillon vizsgalni akarjuk — hiszen ilyen
viszonylag kevés varhato.

« Mivel feltételezhetd kapcsolat a mate-
matikaban elért teljesitmény, valamint
a matematikardl valo vélekedés és a
feladatmegoldds ,mindsége” kozott,
ezért a mar emlitett kérdéiven ezzel
kapcsolatos kérdések is szerepelnek.

A felmérés koriilményei

A felmérés a 2., 3., 4., 6., 8., 10 osztalyokban
végeztik. Az iskolak kivélasztasanadl szem-
pont volt, hogy minél tobbféle intézményti-
pus szerepeljen (altaldnos iskola, gimnazium,
szakgimndzium). A vdlasztott iskolaban leg-
alabb egy teljes évfolyam részt vett a felmé-
résben, hogy az osztilyok/tanulécsoportok
ne valamilyen szelekcié alapjan keriiljenek be.
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A hatodik évfolyamon, ahol egy iskoldban az
osztalyok egyik fele — véletlenszer(i vélasztas
alapjan — a ,Zsebpénz’, a tobbiek a masik, ki-
sebb szamkorben készult valtozatot (7. dbra)
oldottdk meg. A 2., 3., és 4. évfolyamokon
szintén az utobbi feladat keriilt megolddsra.

Név: Osztaly:

6y hona naj
Sziiletési datum:

A kirdly 4j inasanak a bére hetente egy aranyforint, amit az inas félretesz.

Hany napja van az inas a kirdly szolgalataban, ha mar 6 aranyforintot kapott
téle?

Kérjik, indokold meg valaszodat!

7. dbra: Az ,Aranypénz” feladat a tanuldi lapon

név: Osztaly:

Sziiletési datum (év, honap, nap):

Amiota Pistiék Gj lakasba koltéztek, hetente kapja a zsebpénzét, 1000 Forintot,
amit azéta mindig félre is tesz.

Hany napja laknak ott, ha mar 35 000 Forintot gy(jtétt igy Sssze?

Kérjuk, indokold meg valaszodat.

8. dbra: A ,Zsebpénz” feladat a tanuldi lapon

A kivitelezés el6készitéséhez az iskolak ki-
valasztasa utan részletes itmutatd késziilt ta-
naroknak és didkoknak. A felmérés idejét az
egyes iskoldkban ugy alakitottuk ki, hogy az
lehetdleg egy vagy két egymds utdni 6raban
az egész iskoldban megtorténjen.

A megoldasra, ahogy a kordbbiak sordn, most
is legalabb 10 perc rendelkezésre allt, néhany
perc hosszabbitasra lehetéség volt. A feladat-
megoldas utdn kertilt sor a kérdéiv kitoltésére,
amely a matematikdval és annak tanuldsaval
kapcsolatos, valamint a feladatra vonatkozé al-
litdsokat tartalmazott, ezen kiviil a lapon kértiik

a tanuloktol az elézé év végi osztalyzatuk, ked-
venc és a legkevésbé kedvelt tantargyuk felirasat.
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A felmérésben 7 iskola (2 budapesti, és 5
vidéki, altalanos iskola, gimnazium és szak-
gimndzium) tanuloi vettek részt. A résztvevo
1346 tanulé munkéjabdl killonb6z6 okok mi-
att végil 1283 volt értékelhetd.

évfolyamok 2. 3. 4. 6. 8. 10.
186 | 213 | 243 | 303 | 124 | 277

Osszesen: 1346

létszam

S. tdbldzat: A kisérletben résztvevé évfolyamok és
létszamuk

A kiértékelés modja és elso
eredmények

A tanul6 megoldasokat kodoltuk, amelyhez
a Verschaffel és munkatdrsai altal valés szi-
tudcidhoz kapcsolédd szoveges feladatok
megoldasainak szambavételéhez készitett ko-
dolast vettik alapul (Verschaffel et al., 1994).
A vizsgéalatban haszndlt feladat (két valtoza-
tdnak) megoldésa jellegében realisztikus és
valésagban elképzelhetd, egyszeri matema-
tikai ismeretekre épit, mint azok a feladatok,
amelyekhez az emlitett kédrendszer késziilt,
igy az alapvetden hasznalhaté volt.

Az eredménykédok egyrészt a megoldds-
rél (megoldasi kéd), masrészt annak ,hétte-
rérél” (indoklasi kéd) adnak felvilagositast, az
alabbiak szerint:

Megolddsi kod:

0: Nincs vélasz azaz nincs semmi a papiron,
vagy ,nem tudom”.

1: A vart védlasz, ami a feladat szovegébdl és a
benne szereplé szamokbdl kovetkezik
(7 x 35 = 245).

2: Ugyanez, csak szdmolasi hibaval.

3: Realisztikus valasz. Megjelenik a valds
helyzet figyelembe vétele szamszerien is,
pl. ,245-251 nap”.

4: Egyéb valasz, példaul félreértésbol adodo
hiba: 35 nap, vagy valamilyen rossz indok-
lassal helytelen valasz, vagy jé szdmolas,
de rossz valasz.

Indoklasi kéd:

1 Latszik a tétovazds, de a helyes irdnyban,
vagy bizonytalansag a realisztikus valaszban.

0 Szémolas, és/vagy végeredmény pl. 245—
251, vagy 245 tétovazas nélkil.
(Verschaffel et al., 1994)

A kovetkezékben tanuléi megoldasok se-
gitségével mutatok be néhany kddoldsi esetet.
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9. dbra: 6. osztalyos tanulé megoldasa, Kéd: 3 0

A tanulé (9. dbra) az adatok felvétele utin
jol értelmezte a szituaciét és észrevette, hogy
akdr tobb mint 42 nap is eltelhet, 6 nap legfel-
jebb, tehat 3 az els6 (megoldasi) kéd. Megolda-
saban biztos volt, nem jelezte, hogy esetleg ez
a gondolat hibas lehet, tehat 0 a méasodik kéd.
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10. dbra: 4. osztalyos tanulé megoldédsa, Kod: 1 1

A 10. dbrdn lathaté megoldasban a tanul6
megkapta a varhat6, de zart gondolkodésra
utalé 42-t. Ezért az elsé kod 1. A zardjelben
azonban tétovazas lathatd, hogy esetleg mas
megoldas is lehet — mégpedig j6 irdnyban
gondolkodik, ezért a masodik kod 1.
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11. dbra: 8. osztdlyos tanulé megoldésa, Kéd: 3 0
A megoldésra (11. dbra) a tanulé megkap-

ta a 3-as kdodot, hiszen egy feltételt vizsgalva,
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helyesen, tobb lehetséges szamot is megad
megoldasként. A vélaszdban bizonytalansag
nem jelenik meg, igy a masodik kod 0.

A tanuldk realisztikus — a szitudci6 szem-
pontjabdl helyesnek tekinthet6 — valaszadasa
az ugynevezett RR-médon (a realisztikus re-
akcid) roviden is jelezhetd.

A realisztikus reakciondl (RR) az elébbiek
figyelembevételével a vélaszkéd és az indok-
las kéd egyiittese a kovetkezd kétjegyl sza-
mok lehetnek: 30, 31, 11, 21, 41.

A felmérés soran 45 ilyen vélasz sziiletett, az
eredmények megoszlasa a 6. tablazatban lathato.

Evfolyamok
Kédok | 4. 6. 8. 10. 2. 3.
(226) | (288) | (119) | (279) | (171) | (200)
30 1 2A+1 |5 12 0 0
11 1 1 2 13 0 0
21 0 0 1 0 0
41 1 1 0 3 1
3 5 8 25 3 1

6. tabldzat: Az RR-vélaszok (realisztikus) szdma
évfolyamonként, dsszesen 1283 valaszbdl
(zérdjelben az egyes évfolyamok 6sszes megolddinak
szama lathato, az A jelzés a hatodik évfolyamon
arra utal, hogy a jelzett két tanul6 az ,Aranypénzes”
feladat megolddi koziil vald).

Az eredmények kiértékelése még folyamatban
van. A ,kedvenc” targyak és a valaszkddok 0sz-
szefliggését nézve az derilt ki, hogy a 3 0 kéda
hatdrozottan RR-valaszt addk korében a kovet-
kez6 a helyzet a kedvenc targyak esetében:

A 6. osztalyosok korében a legtobben a
matematikat szeretik, de jelolték a foldrajz,
torténelem, informatika targyakat is.

A 8. osztalyosok is elsdsorban a matemati-
kat jelolték meg, szerepelt fizika, bioldgia, és
foldrajz is.

A 10. osztalyosok korében a bioldgia kedvelt-
sége megel6zte a matematikdét, majd sorrend-
ben a torténelem, (valamilyen) idegen nyelv, az
informatika és a testnevelés kovetkezett.

A nem kedvelt targyaknal ugyanezen meg-
oldék koziil senki sem irta a matematikat.

A hatdrozottan realisztikus valaszok a ma-
tematikdbdl jobban teljesit6k (4-es és 5-0s
osztélyzat) korébdl kertiltek ki inkabb (hivata-
los matematika jegy alapjn). Viszont a jobban
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teljesitok jelentds tobbsége nem realisztikus va-
laszt adott.

Ertékelés, kitekintés

Ami mar az elsé eredményekbdl is latszik,
hogy nagyon kevés az RR-valasz, viszont a
felsébb évfolyamokon nétt ezek szama, ahogy
ez varhatd is volt. Az elsé vizsgalattal 6ssze-
vetve mindenképpen meg kell emliteni, hogy
itt ,szigorubb” az RR-vélaszok besoroldsa, e
kédrendszer szerint némelyik, akkor nyitott-
nak szdmité megoldds mar nem kapott volna
RR-besorolast.

A matematikarol valé vélekedés és egyéb
kérdések, valamint a megoldasok Osszefiig-
gésének statisztikai értékelése még hatravan.
Izgalmas kérdés az is, hogy a hibak — ahol
erre kovetkeztetni lehet az irdsos anyagbol —
milyen gondolkoddsi médra engednek kovet-
keztetni. Ennek pontosabb vizsgdlatdhoz még
esettanulmanyokat is terveziink.

A tanulmdny a Magyar Tudomdnyos Akadé-
mia kibdvitett szakmddszertani pdlydzatanak
(2016-2020) — A Komplex Matematikatanitds
a XXI szdzadban, A matematikai gondolko-
das fejlesztése a legijabb kutatdsi eredmények
alapjdn — keretén beliil valésult meg.
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Open reality based tasks and its variations in the teaching and in the didactical

research of mathematics

In the mathematics teaching by choosing tasks to solve, the teaching material and the level
of the group — who is participating in the solution — are the basic point of views. However,
there are problems, which can be solve on several ways and the solutions differ according to the
initial assumptions — these are the so called open problems. The use and importance of such
problems in the mathematics didactic has been researched for a long time. In this subject |
have done investigations for several years, using my self-made task for undergraduate students
(Ambrus, 2010). I prepared different text-variants for the task with the same mathematical
content, and I involved into my investigations with the tasks secondary school students and
teacher students as well. There is a little mathematical content in the problem, however the
students have difficulty by solving it, which is obviously due to the fact, that open problems are

quite rarely used in the mathematics lessons.
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