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Tematikus tanulmany

A matematikai gondolkodas fejlesztése
szamelméleti feladatokkal

Szeibert Janka' — Szabé Csaba? — Vas Vivien® — Zdmbd Csilla

Absztrakt:

A szamelmélet a matematika olyan tertilete, ahol a legkiilonb6zébb 6tle-
tekkel, legvaltozatosabb feladattipusokkal taldlkozunk: az egyszert orai fel-
adatoktol az olimpiai versenyfeladatokig. Kutatasunkban egy olyan kisérle-
tet dolgoztunk ki, amely a szdmelmélettel valé ismerkedést, szimelméleti
feladatok megoldasat 6sszekoti az dltalanos matematikai problémamegol-
dé képességgel. A kisérletben nyolcadik osztalyos tanuldk vettek részt. A
kisérleti csoport didkjai minden éra elején egy szamelmélettel kapcsolatos
feladatot oldottak meg, a kontrollcsoport tagjai a regularis tananyaggal
kapcsolatosan kaptak feladatot. A kisérlet eredményességét a reguldris tan-
anyaggal kapcsolatos dolgozatokkal, valamint olyan szintfelmérékkel vizs-
galtuk, melyekben a szamelmélet témakore nem szerepelt.
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Bevezetés

»A matematika a tudomanyok kiralyndje, és a matematika kiralynéje a szam-
elmélet” (G. F. Gauss)

A magyarorszagi matematikaoktatds kiemelt célja a didkok probléma-
megoldé képességének fejlesztése (NAT, 2020). Ennek hagyomanyai erések:
Magyarorszagon tobb olyan tudés is foglalkozott a problémamegoldé képes-
ség fejlesztésével, akinek mddszere vilaghiri lett (1d. Hersch & John-Steiner,
1993; Schoenfeld, 2017). A problémamegoldasra tgy is tekinthetiink, mint
eszkozre, amely altal fejlédhet az dltalanos matematikai gondolkodasunk.
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Az emberi gondolkodas fejlédésének mértéke, a problémamegoldé képes-
ség fejlddéséhez hasonldan szamos tényez6tdl fiigg, példaul a kiviilrdl jové se-
gitség minGségétdl és fajtajatdl (Wood, Bruner & Ross 1976; Baeten, Dochy &
Struyven, 2008), vagy hogy milyen tipusu feladatokkal taldlkozunk. A kozépis-
kolai matematika tananyag nagyon sok tertiletet dlel fel, igy a tanarok valtozatos
feladatokat készithetnek és szabadon valaszthatnak a feladatok koziil. Mégis, a
tanitasi folyamat soran sokszor csak egy témakor van teritéken egyszerre, és a
problémamegoldas soran nincs lehetéség valtozatos feladatokkal fejleszteni a
didkok képességeit. Emellett a kozépiskolai tananyagban a szamelmélet téma-
kore kis sullyal szerepel, pedig a szamelmélet a matematika olyan tertilete, ahol
a legkiilonb6z8bb Gtletekkel, legvaltozatosabb feladattipusokkal talalkozhatunk:
az egyszer( Orai gyakorléfeladatoktdl az olimpiai versenyfeladatokig.

Ezért kezdtiik el vizsgalni, hogyan hathatnak a szamelmélettel kapcsolatos
feladatok a kozoktatdsban tanulé didkok gondolkodasanak fejlédésére, altala-
nos matematikai gondolkodésara. Olyan kisérletet terveztiink, amely a szam-
elmélettel valé ismerkedést, szamelméleti feladatok megoldasat osszekoti az
altalanos matematikai problémamegoldé képességgel. A kisérletben nyolcadik
osztalyos tanulok vettek részt, akiket két részre osztottuk, egy kisérleti és egy
kontrollcsoportra. A kisérleti csoport didkjai minden 6ra elején egy szamel-
mélettel kapcsolatos feladatot oldottak meg, a masik csoport tagjai a reguldris
tananyaggal kapcsolatosan kaptak feladatot. A kisérlet eredményességét a re-
guldris tananyaggal kapcsolatos dolgozatokkal és olyan szintfelmérékkel vizs-
galtuk, melyekben a szdmelmélet témakore nem szerepelt.

A szamelmélet tanitasanak helyzete a magyar kozoktatasban

A szamelmélet témakore az egész altalanos iskolat végigkiséri (Oktatasi Hi-
vatal, 2020a,2020b). A magyar didkok mar alsé tagozatban taldlkoznak a pa-
ros és paratlan szamok, tobbszoros, oszté és a maradék fogalmaval. Fels6
tagozat 5. osztalyaban mar tortek 0sszeadasaval, kivonasaval, egyszertsité-
sével és bovitésével is megismerkednek. Tortek 6sszeadasanal és kivonasanal
célszerti a legkisebb kozos nevezét megtalalni, melyhez sziikséges a legkisebb
kozos tobbszoros meghatarozasanak ismerete. A tortek egyszertsitéséhez
kapcsoldddan pedig a legnagyobb kozos osztéd fogalma keriilhet bevezetésre.

Fels6 tagozat 7. és 8. évfolyamaban kibdvitik az eddig tanult oszthaté-
sagi szabalyokat. Megtanuljak (vagy atismétlik) a primtényezds felbontas
eljarasat és azt, hogy hogyan taldljak meg néhany szam legnagyobb kozos
osztojat és legkisebb kozos tobbszorosét a primtényezdk, illetve azok nem-
negativ egész hatvanykitevéinek segitségével. Ezekkel parhuzamosan, az
altaldnos iskola végén segiteniink kell a bizonyitas igényének kialakulasat,
hogy a késGbbiekben a tanulék képesek legyenek sejtések alapjan tételeket és
definicidkat alkalmazni problémamegoldas soran és a korosztalyuknak meg-
felel6 feladatok megoldasat magyarazattal egyiitt megadni. A tanulék ebben
a korosztalyban mar képesek (megfeleléen el6készitett) absztrakt fogalmak
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elsajatitasara (v6. McLeod, 2019), és ha Bruner spiralitds-elve (Bruner, 1960)
szerint épitjiik fol az iskolai tananyagot, akkor mar érettek lesznek a tapasz-
talatok altalanos megfogalmazasara is.

Lathattuk, hogy éltalanos iskolaban szinte folyamatosan foglalkozunk a
szamelmélet témakorével, kozépiskoldban azonban a kerettanterv szerinta 11.
évfolyam néhany 6rajatol eltekintve szinte semmit (Oktatasi Hivatal, 2020c). A
szaktanar donthet ugy, hogy 12. osztalyban az érettségi el6tt roviden atismétli
ezt a témakort, de ez is csak néhany plusz tanérat jelent. Ennek az lehet az oka,
hogy mind a kozép- , mind az emelt szint( érettségin kevés szamelmélettel
kapcsolatos feladat van, és ezek nagy része az altalanos iskolai ismeretekkel
megoldhaté. Elmondhatjuk tehat, hogy a szdimelmélet témakorét elhanyagol-
jak a kozépiskolai matematikaoktatds sordn (Cséanyi, Fabidn, Szab6 & Szabd,
2015; Csanyi, Fabian & Szabd, 2016). Ennek ellenére kevés olyan matemati-
kaversennyel talalkozunk, ahol ne fordulna elé szamelméleti feladat. Ennek
az lehet az oka, hogy a szdmelmélet a matematikanak olyan teriilete, ahol a
legkiilonb6z6bb otletekkel, legvaltozatosabb feladattipusokkal talalkozunk az
egyszer( orai feladatoktol az olimpiai versenyfeladatokig. Emiatt ez a témakor
alkalmassa valhat a didkok problémamegoldé képességének fejlesztésére is.

Problémamegoldas

»A matematikai kompetencia a matematikai gondolkodas fejlesztésének és
alkalmazasanak, az elvonatkoztatasnak és a logikus kovetkeztetésnek a ké-
pessége. Az arra valo készséget is jelenti, hogy a mindennapi problémak
megolddsa soran matematikai ismereteket és modszereket alkalmazzunk.
A matematikai kompetencia képessé tesz arra, hogy felismerjiik az alapve-
t6 matematikai elveket és torvényszeriiségeket a természetben. ElGsegiti a
problémak megoldéasat a mindennapokban, otthon és a munkahelyen. Alkal-
massa tesz az érvek lancolatanak kovetésére, a matematika nyelvén megfo-
galmazott torvények megértésére” (Nemzeti alaptanterv, 2012)

Kutatdsunkban a Nemzeti alaptanterv (NAT, 2020) kulcskompetenciai
koziil a problémamegoldast emeljiik ki. A magyarorszagi matematikaokta-
tas problémakozpontt, nagy hangsulyt fektetiink a problémafelismerés és a
problémamegoldas kompetencidinak fejlesztésére.

Magyarorszagon szamos tankonyv, feladatgytijtemény és versenyfeladat-
gyljtemény all rendelkezésiinkre, melyek segitségével rendszeresen adha-
tunk problémakkal kapcsolatos feladatokat didkjainknak. Ennek ellenére az
egyetemre érkezé didkok problémamegoldé képessége a kritériumdolgoza-
tok és az 6rakon mutatott teljesitményiik alapjan megitélve gyakran nem
elég fejlett. Igy egyetemre érkezésiikkor hatranyba keriilnek, hisz nem ren-
delkeznek a feladatmegoldashoz sziikséges kompetencidkkal. Ezen kompe-
tenciak fejlesztése érdekében hoztuk létre kisérletiinket. Az volt a hipotézi-
siink, hogy a szamelmélet-feladatoknak koszonhetéen a didkok eredményei
a matematika tobb teriiletén is javulnak.
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A kisérlet leirasa

A kisérlet szempontjai

Egy kisérlet eredményességéhez tobb szempontot figyelembe kell venniink,
hogy az eredmény értékelhetd legyen. Elronthatja az értékelhetéséget példa-
ul, ha a didkok motivalatlanok, ha nincs kontrollcsoport, ha mds szaktanar
tanit az egyes csoportokban, ha kiillonboz6 iskoldkat hasonlitunk 6ssze egy-
madssal, vagy ha kiilonb6z6 képességii didkokat hasonlitunk 6ssze egymassal.

A kisérlet minél hosszabb tdvon valé hatdsét szerettiik volna vizsgdlni, ezért
a feladatsor osszedllitasandl fontos szempont volt, hogy legalabb harom hénapra
elegendé feladatbdl dlljon. A koncepcidnk az volt, hogy 15-20 versenyfeladat
adja a feladatsor gerincét. Ezek kivélasztdsa utdn a nehézségiiktdl fiiggéen rave-
zet6 feladatokat készitettiink, a konnyebben megoldhaté versenyfeladatokhoz 1
vagy 2, a nehezebben megoldhatékhoz 3 vagy 4 darabot. Az azonos témakorbe
tartozo feladatokat nehézség szerint sorrendben egymads utdn helyeztiik el, igy a
feladatsoron beliil blokkok alakultak ki. Ezeket a blokkokat azonos tipust felada-
tokkal vélasztottuk el egymadstdl. Igy 6sszesen 63 feladatunk lett. A feladatokat
7-10. osztélyos tanuldknak egyarant ajanljuk. Az aldbbiakban egy f6varosi iskola
8. osztalyaban végzett kisérlet eredményeit mutatjuk be részletesen.

A modszer hatékonysagat, azaz a didkok fejlddésének mértékét ugy pro-
béltuk meg felmérni, hogy az ne fiiggjon a képességbeli killonbségektdl és a
targyat tanit6 tanartol sem. Azaz ugy kellett kisérleti és kontrollcsoportot va-
lasztanunk, hogy ne legyen nagy tudas- és képességbeli kiillonbség a két cso-
port kozott. Az iskolaban adja magat az tilésrend szerinti kettéosztds: minden
osztalyban a padsor egyik fele a kisérleti, a padsor masik fele a kontrollcso-
portba keriilt. Igy a targyat tanit6 tanartél sem fiigg az eredmény, hiszen adott
osztalyon beliil van egy kisérleti és egy kontrollcsoportunk azonos tanarral.

Fontos szempont volt annak a kikiisz6bolése, hogy a didkok motivalatlan-
sdga esetlegesen torzitsa az eredményeket. Magyarorszdagon a kozoktatasban
tanuldé didkoknak éltaldban nem jelent elég motivaciot a tudas elsajatitdsa,
ezért motivacioként jo osztalyzatok megszerzése mellett dontottiink. Azért,
hogy aktivitasukat fentartsuk, négy részre osztottuk a feladatokat, és minden
rész teljesitése utan 6tost szerezhetett az a didk, aki elérte az altalunk megal-
lapitott pontszamot. Ez dltalaban az 0sszpontszam 50%-at jelentette, hiszen
az volt a célunk, hogy a didkok minél motivaltabbak legyenek.

Fontos, hogy a didkok ne tudjak, mirdl szél a kisérlet, ezért a kontrollcso-
portban lévék is kaptak feladatokat. Azalatt az id6 alatt, amig a kisérleti cso-
port szamelmélet feladatokat oldott meg, a kontrollcsoportnak tananyaggal
kapcsolatos feladatokat kellett megoldania. Azaz a kontrollcsoport didkjait
minden éran tesztelték az aktudlis tananyagbdl. Az el6hivasi hatdsroél ismert,
hogy nagy mértékben segiti a reguldris tananyag elsajatitasat (Dunlosky et
al., 2013), tehét a kontrollcsoportot biztosan fejlesztettiik az alatt az id6 alatt,
amig a kisérleti csoport didkjai szdmelmeélettel foglalkoztak. Osszességében
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a kontrollcsoport didkjai heti 20-25 perccel tobbet foglalkoztak a reguldris
tananyaggal, mint a kisérleti csoport didkjai. Az, hogy valamilyen tevékeny-
séget végezzen a masik csoport is, pszicholdgiai szempontbdl redlisabba te-
szi a kisérletet, mert a résztvevok igy nem tudjak, melyik csoportnak kellene
jobban fejlédnie, csak azt tudja mindenki, hogy szerepel a kisérletben. A ki-
sérlet felépitése garantalta, hogy az dra eleji feladatmegoldas idején kiviil a
kisérleti és a kontrollcsoport biztosan azonos tanuldsi folyamatban vegyen
részt, ne legyen véletlenill sem kiilonbség akozott, ahogyan tanitja Sket a
tandruk. Igy a kisérletben tényleg azt mértiik fel, amit szerettiink volna.

A feladatok koncepcidja

Azt szerettiik volna, hogy a didkok eljussanak arra a szintre, hogy koroszta-
lyuknak megfelel6 (szamelméleti) versenyfeladatokat meg tudjanak oldani. A
didkok dltaldban erre nem képesek. Ennek az az oka, hogy a kerettantervben
feltiintetett teljes alapdoraszam négyotod része az Uj ismeretek elsajatitasara
forditédik. A fennmarado érak felhasznaldsardl a szaktanar donthet, fordit-
hatja 6ket ismétlésre, gyakorldsra, felzarkoztatasra, tehetséggondozésra vagy
szamonkérésre. Altalaban az érdk nagy részére sziikség van az ismétléshez,
gyakorlashoz, felzarkdztatashoz, szamonkéréshez, s6t a legtobb esetben
ezekre is kevés a rendelkezésre 4ll6 id6. Ennek eredményeképp a tehetség-
gondozas szorul hattérbe, ami miatt a didkok tobbsége nem, vagy csak alig
talalkozik versenyfeladatokkal altalanos- és kozépiskolai tanulményai soran.

A szamelmélettel kapcsolatos feladatokat kiillonb6zé versenyekbdl valo-
gattuk ossze 7-8. évfolyamos didkok szdmdra. Az Osszes feladatunk olyan
volt, hogy a tanulék mar alapszint(i tudassal és minimalis logikai készséggel
megértették volna a feladat j6 megoldésat, de még nem volt olyan probléma-
megoldasi rutinjuk vagy gondolati képességiik, hogy ezeket magukt6l meg
tudjak oldani, ezért kellettek a ravezetd feladatok. Figyeltiink arra, hogy ezek
onmagukban is gondolkodtatéak legyenek.

Lentebb latunk egy mintét arra, hogyan néz ki egy blokk a feladatsorban
(35-43. feladat). Néhany feladatndl a megoldast is feltiintettiik. Eszrevehetjiik,
hogy vannak olyan feladatok, amelyek azonos vagy kozel azonos sémara épiil-
nek. Ez azért volt fontos, hogy ha valaki egyszer elrontott egy feladattipust,
esetleg nem tudta megoldani, akkor a megoldas megtekintése utan még legyen
esélye a gyakorlatban is alkalmazni a sziikséges gondolatot, technikat. Emellett
cél volt ezzel a gyakoroltatds is, az otlet rogzitése a memoridban. Nem vartuk
el a didkoktdl, hogy ha egyszer lattak egy otletet, akkor azt rogton stabilan tud-
jak, inkabb tobbszor megmutattuk nekik, kiillonb6z6 feladatokban.

Ez a blokk j6l mutatja, hogyan épiilnek egymadsra a ravezetd feladatok,
hogyan jutunk el a blokk végi versenyfeladatig. Az 5, a 2 és a 3 kiillonb6z6 ki-
tev6jli hatvanyainak végzédését kérdezik a feladatok. Miutan a tanulék eze-
ket megoldottak vagy megnézték a megoldasokat, Gjra hasonlé feladatokat
kaptak, de mar magasabb kitevére. Id6kozben néhany hatvanyazonossag és
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az Osszetett szam fogalma is frissitésre kertl, illetve a végz6dés (oszthatdsag)
tagonkénti vizsgalata — mint 6tlet — is megjelenik. Az utolsé feladat megol-
dasdhoz az el6z6 otletek mindegyikét kellett hasznalni.

35. Milyen szamjegyre végzodik 5%°'°? Segitség:‘ird fel 5 hatvanyait,
és nézd meg milyen szamjegyre végzédnek. Eszreveszel valamit?

Megoldas:
Az 5 barmely hatvanya 5-re végzédik, tehat 5% is 5-re végzdédik.

36. Milyen szamjegyre végzodik 2**? Segitség: ird fel 2 hatvanyait,
és nézd meg, milyen szamjegyre végzodnek. Eszreveszel valamit?

Megoldas:
21 22 23 24 25 26 27 28 29 210

2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024

Eszrevessziik, hogy 2, 4, 8, 6 végzddéseket kapunk, melyek periodikusan
ismétlédnek. Mivel 22 = 4 - 5 + 2 — Tehdt 6tszor ismétlédik a 2, 4, 8, 6
végzidés, majd leirunk még két szamot, a 2-t és a 4-et.. Tehat 2?? végzd-
dése ugyanaz, mint 2% végzédése, vagyis 4.

37. Milyen szamjegyre végzodik 3'°? Segitség: Erd fel 3 hatvanyait,
és nézd meg milyen szamjegyre végzodnek. Eszreveszel valamit?

38. Melyik a nagyobb? 23% vagy 3%0°?

Megoldas:
2300 (23)100 _ 100 5 3200 (32)100 _ 9100 _, Teh4t 32 pagyobb, mint 25°,

39. Melyik a nagyobb? 2% . 5% vagy 3'7?

40. Milyen szamjegyre végzodik 2°%°? Segitség:‘ird fel 2 hatvanyait,
és nézd meg milyen szamjegyre végzédnek. Eszreveszel valamit?

41. Milyen szamjegyre végzodik 3'°93? Segitség: ‘ird fel 3 hatvanyait,
és nézd meg milyen szamjegyre végzodnek. Eszreveszel valamit?

Eszrevessziik, hogy 3, 9, 7, 1 végzédéseket kapunk, melyek periodikusan
ismétlédnek. Mivel 1993 = 4 - 498 + 1 — Tehdt 498-szor ismétlédik a



A matematikai gondolkodas fejlesztése szamelméleti feladatokkal 315

3,9, 7,1 végz6dés, majd leirunk még egy szamot. Tehat 3" végzddése
ugyanaz, mint 3' végz&dése, vagyis 3.

42. Igazold, hogy 3% + 5 - 32! + 1 Osszetett szam! (Segitség: Nézd az
ottel valé maradékot.)

Megoldas:

5 - 3%% biztosan oszthaté 5-tel, tehat elég belatnunk, hogy 3% + 1 is oszt-
hat6 5-tel. 3% végz6dése ugyanaz, mint 3* végzédése, vagyis 9, amihez
1-et adva 10-et kapunk. — Tehat 32+1 is oszthat6 5-tel. Igy az dsszeg is
oszthat6 5-tel, tehat osszetett szam.

43. Milyen szamjegyre végzodik 2'°' + 3! + 5!91? (Segitség: Vizsgald
a tagokat kiilon-kiilon!)

Megoldas:
Ehhez meg kell nézniink a tagokat kiilon-kiilon, hogy milyen szamje-
gyekre végzédnek.

A 2 hatvanyait felirva latjuk, hogy a 2, 4, 8, 6 végzidések ismétlédnek pe-
riodikusan. Nézziik: 2" — 101 = 4.- 25 + 1 — Ez azt jelenti, hogy a négy
leirt szam 25-szo6r ismétlédik, majd leirunk még egyet. Tehat 2'°' utolsé
szamjegye ugyanaz, mint 2! = 2.

A 3 hatvényait felirva latjuk, hogy a 3,9, 7, 1 végz6dések ismétlédnek pe-
riodikusan. Nézziik 3'' — 101 = 4 - 25 + 1 — Ez azt jelenti, hogy a négy
leirt szam 25-szor ismétlédik, majd leirunk még egyet. Tehat 3'°! utolsé
szamjegye ugyanaz, mint 3! = 3.

Az 5 hatvanyait felirva latjuk, hogy minden 5 hatvany 5-re végzédik, te-
hat 5'°" utolsé szamjegye 5. A 2'°! + 31°! + 519" utols6 szamjegye 2 + 3 + 5
= 10, tehat 0-ra végzodik.

A fenti lanc osszeallitasakor fontos szempont volt, hogy ne legyen tdl direkt a
ravezetés, de mindegyik ,kisebb feladathoz” kelljen egy 1ij gondolat vagy alkal-
mazni kelljen egy kordbban latott gondolatot mas kornyezetben, majd végiil a
»nagy feladat” megoldasahoz minden otletet fel kelljen hasznalni. A megoldasok
leirasmadjaval is kozvetitjiik: nem elég csupan a végeredmény. Ez javitja a didkok
kommunikacios készségét, és latjak, hogyan is néz ki a részletes, preciz megoldas.

A feladatokat 4 részre osztottuk, és a fentebb emlitett koncepcié alapjan
blokkokra osztottuk. Az azonos blokkba tartozé feladatok azonos tipusiak.
Azt szerettiik volna, ha a didkok tudjak, mikor érkeznek egy blokk végére,
emiatt a killonb6z6 blokkok kozott azonos tipusy, szintén szamelméleti fel-
adatokat helyeztiink el. Ilyen példaul a kovetkezé feladat:
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51. Melyik a nagyobb? (-0,99)' vagy 3*. 4*. 5*/ 60*?

Megoldas:

A (-0,99) kitevéje paros, tehat pozitiv lesz a szam. A 0,99 kisebb, mint 1,
ezért a 100. hatvanya is kisebb, mint 1. A jobb oldalon szereplé tort ne-
vezGjét felbontva: — A tort szamlaloja és nevezdje egyenld, tehat a tort
értéke 1. — A jobb oldali szam a nagyobb.

Pontozds, javitds

Annak érdekében, hogy a didkok valéban részt vegyenek a kisérletben, fontos
volt a megfelel6 motivaci6 biztositasa. A magyar didkoknal a korabbi tapasz-
talatink alapjan éltaldban az a legjobb motivacio, ha ezért szerezhetnek valami
plusz jegyet, pontot vagy lehetéséget. Olyan rendszert igyekeztiink kidolgoz-
ni, amely segit, hogy minden didk a kisérlet teljes idétartama alatt motivalt
maradjon: azok is, akiknek az elején nem sikeriil olyan jol teljesiteni, és azok
is, akiknek jél megy. Ezt Gigy oldottuk meg, hogy a didkok az egyes feladatok
megoldasara nem érdemjegyet, hanem pontokat kaptak. A feladatokat négy
részre osztottuk, és az Osszegytlt pontokat minden rész végén Osszeadtuk.
Azok a didkok, akik az adott rész végén elérték a megfelelé pontszamot, jelest
kaptak. Ez dltalaban a pontok 50%-4t jelentette. Igy azoknak a didkoknak is volt
esélyiik a j6 osztdlyzat elérésére a kés6bbi blokkok soran, akik az elején rosszul
teljesitettek, akik pedig végig jol szerepeltek, tobb 6tost szerezhettek.

A Kkisérletiink egyik célja az volt, hogy a didkoknak minél gazdagabb otlettara
legyen, ezért a szamelméleti feladatok javitdsanal a pontok nagy része a jé otletek
megjelenéséért jart, nem a megoldasért. Ezzel azt kozvetitettiik a diakok felé, hogy
aldozzanak energiat a részletes leirdsra, és legyen vildgos szamukra, hogy a mate-
matikdban sokszor fontosabb az 6tlet, a gondolatmenet, mint a végeredmény. Ezt
a diakokkal az els6 feladat el6tt kozoltiik, és kozben is elhangzott, hogy nem elég
a végeredményt leirni. Az 6sszes dolgozatot ugyanaz a személy javitotta, igy az
egységes értékelés is garantalt volt. A javitasi itmutato a kisérlet kezdete eltt el-
késziilt, ezért a feladatok javitasa nem igényelt sok id6t. A diakok szamara elérhet6
volt egy tablazat, melyben az addig elért pontjaikat tudtdk ellenérizni.

A kontrollcsoport az aktudlis tananyaghoz kapcsol6dé tankonyvi feladatot
kapott. Az adott érdn irt szamelmélet feladatra adhaté maximalis pontszam
megegyezett a tankonyvi feladatra adhaté maximalis pontszammal. A regu-
laris tananyaghoz kapcsolddé feladatok magyarazatat meg lehetett beszélni
kozvetlen a feladat megolddsa utan (amennyiben erre sziikség volt), hiszen ez
az aktudlis tananyaghoz kapcsolddott. Ahhoz, hogy a fejlddés mértékét fel tud-
juk mérni, a szamelmélet feladatok megbeszélése nem torténhetett meg a tan-
oran. Ez nehézséget okozott, de megtalaltuk a megoldast. A kisérleti csoport
minden feladatdhoz tartozott egy kéd, amit a feladat megoldasa utan kaptak
meg az Orat tarté pedagogustdl. A kod ismeretében egy, a csoportot tanito
tandrnd dltal gondozott honlapot megnyitva a didkok ellendrizhették a helyes
végeredményt és megnézhették az ehhez vezeté gondolatmenetet is. Igy akar
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6ra végén le tudtak ellendrizni, jol gondolkodtak-e, ezzel azonnali visszajelzést
kaptak a didkok a munkajukrdl, és mivel a pontjaikat is meg tudtak nézni, az is
lathaté volt, hogy mennyi pontra van még sziikségiik az 6t6s megszerzéséhez.
Azt tapasztaltuk, hogy a didkok lelkesek voltak és érdeklédok, éra utan rogton
elévették a telefonjukat, hogy megnézzék az adott feladat helyes megoldasat.

Kisérlet a gyakorlatban

Roviden dsszefoglaljuk a kisérlet alakuldsat és az egyes blokkok utani tapasz-
talatokat. Ugy alakitottuk ki a kisérletet, hogy ne vegyen el sok idét az éra-
bol. A szaktandr az aktudlis feladattal, koddal, és a kontroll csoport szamara
kivéalasztott feladattal érkezett a terembe. A jelentés utan a hetesek kiosztot-
tak a szamelmélet feladatokat a megfelelé didkoknak, a tanar pedig felirta
a kontroll csoport tagjai altal elvégzendd feladat szamat a tablara. Par perc
gondolkodas utan, mikor a tanulék kész voltak a feladatokkal, a tanar mind-
két csoport munkéjat beszedte, majd felirta a tdblara az aznapi kédot. Igy
a kisérlettel kapcsolatos feladatok 5—10 percet vettek el az adott tanérabél.

Elsé rész

Az elsé 15 feladatban a primtényezés felbontds, legnagyobb kozos oszto,
legkisebb kozos tobbszoros, oszthatdsag fogalma, osztasi maradékokkal vald
szamolas, skatulyaelv alkalmazasa és kombinatorikaval kapcsolatos felada-
tok szerepeltek.

A feladatok javitasakor az els6 néhdny feladatra altaldban minimalis pontot
kaptak a didkok. Ennek oka egyrészt az volt, hogy csak a végeredményt irtak
le, mésrészt azoknal a feladatoknal, ahol tobb megoldas is volt, eggyel is meg-
elégedtek. A didkokat érdekelte a megoldas, amit kozvetlen az 6ra utin meg
is néztek. A honlapon elérhet6 megoldasok érthetdek és kelléen részletesek
voltak, igy utélagos magyarazatot és korrigalast nem igényeltek. Tobbszor em-
litették azok a didkok, akik szamelmélettel kapcsolatos feladatot kaptak, hogy
jobban szeretnék a masik csoport feladatat irni, hiszen az sokkal konnyebb.
Nekik el kellett magyarazni, hogy ez egy kisérlet, aminek a megfelel6 mtikodé-
se érdekében mar nem lehet megvéltoztatni a csoportok felosztasat.

Masodik rész

A masodik rész témakorei kozott az oszthatdsag fogalma, oszthatdsagi sza-
balyok, indirekt bizonyitds, hatvanyozds azonossagai, szamok tizes szam-
rendszerbeli alakjanak értelmezése szerepeltek.

A didkok fejlédése mar ennél a résznél érzékelhetd volt, akar matematikai
gondolkodasukat, akar érvelési és kommunikacios készségeiket tekintjiik. A
didkok munkaiban a feladatok megoldasanal legtobbszor mar nem pusztan
a végeredmény szerepelt (mint ahogyan korabban jellemzé volt), hanem a
megoldashoz tartozé otletek.
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A masodik rész utolso feladatanal az osztaly egy kiilon feladatot is kapott.
A feladat megoldasa mellé kellett irniuk, mennyire talaljak nehéznek a fel-
adatokat, és melyik tipusu feladatot valasztandk, ha az 6 dontésiik lenne. A
feladatok nehézségére 10-es skalat haszndltunk, ahol 1 volt a nagyon kénnyt
és 10 a nagyon nehéz. Azok a didkok, akik a regularis tananyaggal kapcsola-
tos feladatokat oldottak meg, altalanossagban 4—5 nehézségiire, akik szamel-
mélet feladatokat irtak, 8—9 nehézségtire értékelték a feladatokat. A kisérleti
csoport 10 didkja koziil 9 magatdl is a szamelmélet feladattal folytatta volna,
és a kontrollcsoport 9 didkja koziil 6 inkdbb a szamelmélet feladatot irta vol-
na. A kisérleti csoport didkjainak valaszai megnyugtatéak voltak, hiszen az
elsé résznél még a legtobben cseréltek volna a masik csoport tagjaival. A
kontrollcsoportban 1évé didkoknak megigértiik, a kisérlet utan 6k is kapnak
szamelmélettel kapcsolatos feladatokat.

Harmadik rész

A 31-45. feladatok témakorei: adott szdm tobbszoroseinek fogalma, oszt-
hatésagi szabalyok alkalmazasa, oszthatésagi maradékokkal valé szamolas,
hatvanyozas azonossagai, szamok tizes szamrendszerbeli alakja, dsszetett
szam fogalma, primhatvanyok végzédései, periodikussag fogalma.

Ennél a résznél azt éreztiik, elértiik a didkoknal azt, hogy gondolkodjanak
és precizen megadjak egy adott feladat megoldésat. Valaszaikban majdnem
mindig leirtak a feladathoz kapcsolddé elméletet (akar kérte a feladat, akar
nem), a gondolatmenetiiket érvekkel aldtamasztva, és végiil a végeredményt,
valaszt. Azt vettiik észre, hogy a didkoknak tetszenek ezek a feladatok, féleg
most, hogy mar sikerélményiik is van.

Negyedik rész

Az utolsé részt probaltuk ugy osszedllitani, hogy minden eddigi téma megje-
lenjen ezekben a feladatokban. Ez azért volt, hogy lassuk, a feladatok megoldasa
mennyire mélyiilt el. Ezen kiviil 4j téma is szerepelt: primszamok fogalma, tiz
feletti primszamok végzddései, primszamok paritdsabdl adédé tulajdonsagok.

Ebben a részben az eddig gyengébben teljesit6é didkoknal is tapasztalhatd
volt a fejlédés. A didkok elmondtak mennyire tetszettek nekik ezek a felada-
tok. Tudjak, hogy a kisérletnek vége, de szeretnék, ha ehhez hasonlé felada-
tok irdsat tovabbra is folytatnank.

Eredmények

A diakok husz héten keresztiil oldottak meg a kisérlettel kapcsolatos fel-
adatokat. A kisérlet alatt 6sszesen négy dolgozatot irtak. A kisérlet elején
felmértiik a kisérleti és a kontrollcsoportok didkjainak elzetes tudasat és
megvizsgaltuk, hogy eltéré matematikai képességekkel rendelkezik-e a két
csoport. Igy a kisérleti és a kontrollcsoportoknak nem csak az eredménye-
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it, hanem fejlédésiik mértékét is fel tudtuk mérni. Ehhez 6sszegytijtottiik a
didkok tanév elején irt elsé témazaré dolgozatainak eredményeit (Bemeneti
mérés). Ezt akkor irtdk, amikor az osztélyok felosztasa kisérleti és kontroll-
csoportra mar megtortént, de a szamelmélet feladatsort még nem kezdték el
megoldani. A dolgozat témakore algebra volt.

A maésodik dolgozatot (Fuggvények 1.) a kisérlet 15. hetében irtdk a fiigg-
vények témakorébdl. A harmadik dolgozatot (Szintfelmérd) az utolsé szam-
elmélet feladat beadasa utan egy héttel irtak meg. Ebben olyan témaju fel-
adatokat valogattunk 6ssze, melyeket ebben a tanévben tanultak, de nem
kapcsoldodik a szamelmélet témakoréhez. A negyedik dolgozatot (Fliggvé-
nyek 2.) az utolsé szamelmélet feladat beadasa utan 3—4 héttel irtdk a fiigg-
vények témakorébol. Azért valasztottuk a fliggvényeket, mert olyan témabdl
szerettiik volna felmérni a didkok tuddsat, amit 2—-3 hénappal korabban ta-
nultak, tehat valészintileg még emlékeznek ra, de azéta mar 4j téma is feldol-
gozasra keriilt. [gy a tudasuk hosszabb tavti hatdsat (is) vizsgaltuk.

Az év elején irt els6 dolgozatra (Bemeneti mérés) maximadlisan 40 pontot
szerezhettek a didkok. A dolgozat eredményeit az 1. tablazatban lathatjuk.

1. tablazat
A ,,Bemeneti mérés”-en elért pontszdmok

Kisérleti csoport Kontrollcsoport
40 40
40 40
40 40
39 39
39 37
39 36
38 34
37 34
36 30
33
Atlag: 38,1 Atlag: 36,67

A két csoport ezen eredménye nem kiillonbozik szignifikdnsan, tehat a két
csoport egyformdnak tekinthetd. A kisérlet egy limitacidja a kis elemszam,
ami miatt a kovetkez6 néhany bekezdés inkabb a korabban targyalt kvalitativ
jelenségek szamokkal is megmutathaté alatdmasztasanak, tovabb elemzésé-
nek tekintendd, mint 6ndll6 kvantitativ elemzésnek.

A kisérlet 15. hetében a fiiggvények témdbdl irtak témazard dolgozatot
(Fiiggvények 1.), ahol maximalisan 31 pontot szerezhettek. Ezeket az ered-
ményeket a 2. tdblazatban lathatjuk.
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2. tablazat
A ,Fiiggvények 1. dolgozaton elért pontszdmok.

Kisérleti csoport Kontrollcsoport
31 31
31 31
30 30
29 29
29 28
29 27
28 25
28 21
28 21
27
Atlag: 29,0 Atlag: 27,0
Széras: 1,333 Széras: 3,905

Az utols6 szamelmélet feladat megolddsa utdn egy héttel megirtdk a harma-
dik dolgozatot (Szintfelmérd). Ez a dolgozat regularis tananyaggal kapcsola-
tos feladatokat tartalmazott, melyen legfeljebb 24 pontot lehetett szerezni.

Az eredményeket a 3. tablazatban lathatjuk.

3. tablazat

A ,Szintfelmérd” dolgozaton elért pontszdmok

Kisérleti csoport Kontrollcsoport

24 24

24 24

24 24

24 21

23 20

21 19

21 16

20 14

17 9

14

Atlag: 21,2 Atlag: 19,0
Szoras: 3,425 Széras: 5,172
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Az utols6 szamelmélet feladat megoldasa utdan négy héttel megirtdk a ne-
gyedik dolgozatot is (Fiiggvények 2.). Ezen a dolgozaton legfeljebb 35 pontot
lehetett szerezni. Az eredményeket a 4. tablazatban lathatjuk.

4. tablazat
A , Fiiggvények 2. dolgozaton elért pontszdmok.
Kisérleti csoport Kontrollcsoport
35 35
35 35
33 35
32 28
30 27
30 25
30 23
29 22
28 11
24
Atlag: 30,6 Atlag: 26,8
Széras: 3,34 Széras: 7,85

Adattisztitds

Az osztalybdl 6t didk legtobbszor maximalis pontot ért el az év kozben irt
dolgozatokon. Az 6t didk koziil harom a kontrollcsoportba, ketté a kisérleti
csoportba tartozik. Oket az eredmények értékelése soran kihagytuk, ugyanis
korabbi kisérleteink tapasztalatai alapjan a legszorgalmasabb és legtehetsé-
gesebb tanulékndl nem szamit mit és hogyan tanitunk, tudni fogjak a tan-
anyagot. Ujra kiszdmoltuk az 4tlagokat, az igy kapott eredményeket a kovet-
kez6 tablazatokban lathatjuk.
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5. tablazat
A , Fiiggvények 1” dolgozaton elért pontszdmok (0t didk nélkiil)

Kisérleti csoport Kontrollcsoport
31 29
30 28
29 27
29 25
28 21
28 21
28
27
Atlag: 28,75 Atlag: 25,167
Szdéras: 1,282 Széras: 3,488

6. tablazat
A, Szintfelmérd” dolgozaton elért pontszdmok (6t didk nélkiil)

Kisérleti csoport Kontrollcsoport

24 24
24 20
24 19
24 16
23 14
21 9
20

17

Atlag: 22,13 Atlag: 17,0
Szorés: 2,588 Széras: 5,215

A negyedik dolgozat (Fuiggvények 2.) 6sszesen négy feladatot tartalmazott,
melybdl ketté atlagos nehézségii volt (1. és 3.), kettd nehezebb, tobb gon-
dolkodast igényelt (2. és 4.). Az itt elért eredményeket feladatonként rész-
letezziik, hogy a két kiillonb6z6 nehézségi feladattipus esetén mutatott tel-
jesitmények lathatéva véljanak. A konnyebb attekinthetéség érdekében a
kisérleti csoport eredményeit sziirke hattérrel emeltiik ki, a kontroll csoport

eredményeit fehér hattérrel latjuk.
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7. tablazat
Fiiggvények 2. (0t didk nélkiil)
L L 2. 2. 3 3 4. 4 0::;"' O::lzf'
Max.pont | 10 10 11 8 8 8 6 6 35 35
10 10 11 6 8 8 6 6 33 28
10 10 10 6 8 8 6 4 32 27
10 10 9 5 8 8 6 3 30 25
10 10 8 3 8 8 6 2 30 23
10 9 6 3 7 7 6 0 30 22
10 9 5 1 7 0 5 0 29 11
9 5 7 5 28
8 3 5 4 24
Atlag: | 9,625 | 9,67 | 7,125 | 4,0 | 7,25 | 65 | 55 | 25 29,5 22,67
Széras: | 0,744 | 0,516 | 2,8 | 2,0 | 1,035 | 3,209 | 0,756 | 2,345 | 2,726 6,154

A kisérleti csoportokban tanul6 didkok szignifikansan tobb pontot szereztek,
mint a kontrollcsoportokban 1évék, annak ellenére, hogy az év eleji dolgoza-
ton hasonldan teljesitett a két csoport. A 7. tablazatban az is lathaté, hogy
azokon a feladatokon, melyek tobb gondolkodast igényeltek (2. és 4.) még
nagyobb a differencia a kisérleti csoport és a kontroll csoport didkjai kozott.
Azt is elmondhatjuk, hogy egy diak kivételével a kisérleti csoport minden
tagja legalabb annyi pontot ért el, mint a kontroll csoport legjobban teljesité
didkja.

Azt gondolhatnank, hogy azoknak a didkoknak, akik a regularis tananya-
got tobbet gyakoroltdk, jobban kellene teljesiteniiik az ebben a témaban irt
dolgozatokon. Az 5., 6. és 7. tablazatokban rogzitett eredmények igazoljak,
hogy azok a didkok, akik tobb hénapon keresztiil szamelmélet feladatokkal
foglalkoztak, jobban teljesitenek a reguldris tananyagbdl is. Megallapithat-
juk, hogy mddszeriink kozép- és hosszutavon hatékony volt. A kival6 didko-
kon, akik a hagyoméanyos mdédon rendszeresen és jol tanulnak, nem tudtuk
érdemben felmérni a kisérlet hatasat. Ok a kisérlet nélkiil is majdnem mindig
maximalisan teljesitenek. Ez nem jelenti sem azt, hogy 6k nem fejlédtek, sem
azt, hogy a kisérletiink hatdsa potolhaté a hagyomanyos tanuldssal. Az 6 fej-
16désiiket egy kiilon kisérletben lehetne vizsgalni.

Tovabbi tapasztalatok

A fent részletezett kisérlettel parhuzamosan ugyanazon févarosi iskola 7.
osztalyaban és egy agglomerdcidbeli kisvarosban taldlhaté altalanos iskola 7.
és 8. osztalyaban is zajlott kisérlet. Tanulmanyi eredmények és a didkok ké-
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pességei tekintetében a févarosi iskola erdsnek, a kisvarosi iskola atlagosnak
mondhaté. A kisérlet minden osztalyban a fentivel megegyez6 médon volt
megtervezve és indult el: Egy-egy adott osztélyt {ilésrend alapjan bontottunk
kisérleti és kontrollcsoportra. Ezek esetén az osztalyok esetén nem csak a di-
akok, de még az Gket tanitéd tanar sem tudta, melyik csoporttél varunk tobb
fejlédést, igy biztosan kikiiszoboltiik annak a lehetséges hatasat, hogy elfo-
gult legyen valaki vagy az elvarasok befolyasoljak az eredményt. Felmértiik
a kisérleti és a kontrollcsoportok didkjainak el6zetes tuddsat a tanév elején
irt dolgozatok eredményei alapjan vizsgaltuk, melynek témdja minden cso-
port esetén algebra volt. A tanulék az éra elsé 5-10 percében foglalkoztak
szamelmélet-feladat megolddsaval (kisérleti csoport) vagy az aktudlisan ta-
nult anyaghoz kapcsol6dé feladattal (kontrollcsoport). A tanaroknak igye-
keztiink minél tobb segitséget nydjtani mind el6készitett anyagokkal, mind
folyamatok kommunikdcié Gtjan, hogy egyrészt a lehetd legkevesebb plusz
terhelést jelentse szamukra a kisérlet, masrészt érezzék a tamogatasunkat
és tudjanak kérdezni, ha barmilyen kétely meriil fel a teendékkel kapcsolat-
ban. Sajnos a koronavirus-jarvany kitorése és a veszélyhelyzeti online okta-
tas miatt elveszett a kapcsolat ezekkel a csoportokkal az utdlagos felmérék
kitoltése el6tt, igy csak az ora elején megoldott feladatok és a feladatokkal
kapcsolatos tapasztalatok érkeztek be téliik.

A tendencidk és tapasztalatok megegyeztek a fent leirtakkal, egy csopor-
tot kivéve. Az § esetiikben a szaktanar jobbnak latta megvaltoztatni a kisér-
let kivitelezési médjat, az el6zetes preciz kommunikacié ellenére. Onnantdl
kezdve ez az osztily nem egy feladatot, hanem 6t-hat feladatot irt egy éran.
Proébaltuk a kialakult helyzetet a kisérlet javara forditani, és ugy gondoltuk,
a kisérlet végén levonhatjuk a kovetkeztetést, érdemes-e egyesével iratni a
feladatokat. A 3. rész feladatai esetén érzékelhetd volt a kiilonbség a kisérleti
elrendezést pontosan megvaldsité osztalyokhoz képest: tapasztaltunk fej-
16dést, és szerepelt a feladatok megoldasanak magyarazata is, de nem volt
olyan precizen és logikusan megfogalmazva, mint a tobbi osztalyban. A 4.
rész esetén nem tapasztaltunk olyan fejlédést, mint a tobbi osztalynal. Igy
elmondhatd, hogy ez a ,tombdsitett” valtozata a mddszernek kevésbé haté-
kony, mint amikor minden éra elejére egy feladat jut.

Kiilon 6romteli volt, hogy a kisérlet végén minden csoportban arrél adtak
visszajelzést a didkok, hogy tetszettek nekik a feladatok, és bar tudjik, hogy
vége a kisérletnek, szivesen oldananak meg hasonlé feladatokat a jovében.

Osszegzés

Kutatasunkban azt vizsgaltuk, hogy fejleszthet6-e a didkok matematikai
problémamegoldé képessége szamelméleti feladatok megoldasan keresztiil.
A vizsgalat egy oktatasi kisérlet keretében zajlott, egy nyolcadikos osztalyt
osztottunk fel kisérleti és kontrollcsoportra iilésrend alapjan. Mindkét cso-
portnak egy-egy feladatot kellett megoldania a tanérdk elején: a kontrollcso-
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port tagjai az aktualis tananyaghoz kapcsol6dé feladattal foglalkoztak, mig
a kisérleti csoport tagjai egy szamelméleti feladattal az altalunk 6sszeallitott
feladatsorbol. A médszer hatékony volt, a kisérlet csoport jobban teljesitett
a reguldris tananyaghoz kapcsol6dé problémakbdl utéteszten, mint a kont-
rollcsoport.
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Developing mathematical thinking
with exercises in number theory

Number theory is an area of mathematics where we find the most diverse
Number theory is an area of mathematics where we find the most diverse
ideas and the most varied types of problems — from simple classroom
problems to those at Olympic competition level. We designed an
experiment that links the learning of number theory and solving number
theory problems with general mathematical problem-solving skills. The
participants in the experiment were Grade 8 students. The students in
the experimental group were given a number theory task at the beginning
of each lesson, while the students in the control group were given a task
related to the regular curriculum. The effectiveness of the experiment was
tested by regular curriculum assessments and by assessments in which
number theory was not involved.
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