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Absztrakt

E6tvos a torzidsingaval végzett méréseket bemutatd publikacioban a nehézségi potencialt masodfokt Taylor-sorfejtéssel modellezi, és
bemutatja, hogy a nehézségi potencial masodik derivéltjai (pontosabban azok bizonyos kombinacioi) kozvetleniil mérhet6k a
miszerével. A szerzOk tovabbfejlesztették Eotvos nehézségi potencialmodelljét magasabb foku tagok bevonasaval a Taylor-sorba,
felhasznalva a nehézségi potencidl magasabb rendl derivaltjait (egyiitthatdit) és a topocentrikus derékszogli koordinatdk magasabb
hatvanyait. Ezen eljaras alkalmazasa lehet6vé tette a nehézségi potencialmodell kiterjesztését egy mezoskalaju teriiletre, ezaltal
nagyobb szamu torzidésingamérés bevonasat a modellezésbe. Annak érdekében, hogy a nehézségi potencial kielégitse a Laplace-
Poisson-egyenletet, kényszerfeltételeket kell alkalmazni a modell paramétereire. A tovabbfejlesztett potencidlmodell paramétereinek
(egytitthatdinak) becslése az Eotvos és munkatarsai altal 1901 telén, a Balaton jegén végzett torziésingamérések felhasznalasaval
tortént. A modell egyiitthatéit a (torzios ingéval) mért és a szamitott nehézségi potencial masodik derivaltjai kozotti kiilonbségek
négyzetdsszegének minimalizalasaval becsiiltiik.

Az eredményiil kapott nehézségi erfteret — Eotvos munkaihoz hasonloan — kétféle térképen mutatjuk be. Az egyik térképtipus
szintvonalakkal jeleniti meg a helyi geoidundulaciot, amelyen a szintfeliilet gorbiiletének jellemzésére az Eotvos altal definialt, mért
¢és szamitott ,horizontalis iranyitoképesség” értékeit is feltiintettiik. A masodik tipus az izogammatérkép, amely a szintfelilleten
érvényesiil6 nehézségi gyorsulast mutatja. A levezetett modell jellemzi a nehézségi potencialt a mérésekkel lefedett teriileten, az azon
kiviili terlileteken azonban vératlan viselkedést mutat és hamis anomalidkat general. A teriiletre vonatkozo6 korabbi geoidmodellek is
tartalmaztak torziosinga-adatokat; ezzel szemben eredményeink egy szlkebb teriiletre vonatkozd, részletesebb nehézségi
potencialmodellt szolgaltatnak.

Abstract

In the publication presenting measurements with the torsion balance, E6tvos models the gravity potential using a second-degree Taylor
series expansion and demonstrates that the second derivatives of the gravity potential (or specifically certain combinations of them)
are directly measurable with his instrument. The authors improved Eotvés' gravity potential model by incorporating higher-degree
terms into the Taylor series expansion, utilizing higher-order derivatives (coefficients) and higher powers of topocentric Cartesian
coordinates. This application allowed the extension of the gravity potential model to a mesoscale area, encompassing a larger number
of torsion balance measurements. To ensure the gravity potential satisfies the Laplace-Poisson equation, constraints must be applied
to the model parameters. The estimation of the parameters (coefficients) for the improved potential model was conducted using torsion
balance measurements by E6tvos and his colleagues on the ice of Lake Balaton in the winter of 1901. The coefficients were determined
by minimizing the sum of squares of the differences between the measured (by torsion balance) and calculated second derivatives of
gravity potential.

The resulting gravity potential field is presented on two types of map, similarly to E6tvos’ work. One map type displays local geoid
undulation with contour lines, also indicating the values of the measured and calculated Horizontal Directing Tendency, defined by
E6tvos to characterize the curvature of the level surface. The second type is the isogamma map, which shows the gravity acceleration
on the level surface. The derived model characterizes the gravity potential for the region where measurements were taken, yet it
behaves unexpectedly and generates artifacts (false anomalies) beyond this area. Earlier geoid models for this region included torsion
balance data; in contrast, our results provide a more detailed gravity potential model over a more confined area.
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1. Bevezetés

1.1. A globalis gravitacids elméletek
fejlodése

Az Ujkorban a Fold alakjanak egyre pontosabb megismerését a
természeti jelenségeket leird elmélet (a fizika és matematika)
valamint a gyakorlatban rendelkezésre all6 mérési technikak
kolesonds egymasra hatésa és fejl6dése tette lehetOvé.

Newton (1687) gravitacios er6torvényébll kiindulva Laplace
(1825) igazolta, hogy a newtoni gravitacids gyorsulds (ami a tér
minden pontjaban egy vektor) egy skalarfliggvény — nevezetesen
a potencial — gradienseként allithato el§. Kés6bbi eredményei a
nevét visel§ Laplace-egyenlet megfogalmazasahoz vezettek,
amely kimondja, hogy
potencidlfiiggvény masodik parcidlis derivaltjainak Osszege

tomegmentes  térrészben a

Z€rus.

A foldi ellipszoid méretének meghatarozasara szolgalo, a
kiilonboz6 kontinenseken végzett csillagdszati mérések és
haromszogelések eltér6 ellipszoidparamétereket eredményeztek,
¢és ezen ellentmondasok tisztdzasanak igénye vezetett a geoid
fogalmanak bevezetéséhez (Listing, 1872). A geoid kapcsolja
Ossze a geodéziat és a geofizikat: a geoid egy olyan feliilet, ahol
a nehézségi potencial értéke allando. A geoidnak az ellipszoidtol
valo  fiiggbleges  eltérésének  helyr6l helyre  torténd

masodik fele ota.

A geoid fizikai modszerekkel tortén6 meghatarozasanak alapjat
Stokes (1849) vezette le, a modszer a felszini nehézségi
gyorsulasoknak egy magfiiggvény (un. kernel-fiiggvény) szerinti
integralasat igényli a teljes Foldfelszinre kiterjedGen egyetlen
nehézségi gyorsulas mérések ritka és egyenetlen térbeli eloszlasa
miatt a  gyakorlati alkalmazas  azonban sokaig
kivitelezhetetlennek tlint. A XX. szazad els§ felében Vening
Meinesz (1925) innovacidja, a tengeralattjarokon alkalmazott
kettGs inga lehet&vé tette a tengereken torténd gyorsulasmérést,
a rugos graviméterek elterjedése felgyorsitotta a szarazfoldi
adatgy(ijtést (LaCoste & Romberg, 1941). Ezen adatok
a Stokes-integral torténd
numerikus kozelitése révén sziilettek meg az els@ regionalis
geoidtérképek Zhongolovich (1952) és Heiskanen (1957)
munkéja nyoman.

felhasznalasaval, konvolucioval

A geoidundulacio geodéziai mérésekkel torténd

meghatarozasdhoz Helmert (1910) alternativ megkdzelitést

javasolt: a fligg6vonal-elhajlasok egy menetvonal menti

integralasat, vagyis a csillagaszati szintezést. Bar ez a klasszikus

geodéziai eljarasokon (haromszogelésen és csillagaszati

helymeghatarozason) alapulo modszer rendkiviil

munkaigényesnek pontosabb  eredményekkel

kecsegtetett.

igérkezett,

1906-ban, Eotvos  torzios

megismerése utan Helmert felismerte, hogy az ingamérések

ingaval elért eredményeinek

felhasznalhatok a
meghatarozasara, amelyek kozvetlen kapcsolatban allnak a

potencialfeliilet gorbiileteinek
geoidundulacioval (Helmert, 1910). Az egyre novekvl szamu
ingaméres ellenére sem valosulhatott meg ez az elképzelés
(Haalck, 1950), mivel még a 20. szazad kdzepén is hianyzott a
megfeleld matematikai modell és a sziikséges szamitasi
kapacitas.

A geoid matematikai modellje a Laplace-egyenlet gombi
koordinatakban torténd megoldasabol szarmazo gombfiiggvény-
sorfejtés, amely novekv8 foka ¢és rendd egyiitthatok és
magfiiggvények szorzatainak Osszegéb6l all. A  modell
alkalmazasara Jeffreys (1929) atfogd tanulmanya mutatott
példat, ahol az alacsony fokszamu egyiitthatokat felszini
mérésekbll becsiilték. A modellben rejlé lehetdségek akkor
teljesedtek ki, Buchar (1958) ttor6
mholdpéalya-megfigyelésekb6l vezette le a gombfiiggvény-
egyltthatokat. A miholdas palyamegfigyelések valtak az

amikor modon

egylitthatok meghatarozasanak els6dleges forrasava, majd a
m(holdas és foldi gravitacios adatok Cook (1958) altali
egyesitése teremtette meg a geoidmodellek pontositasanak
standard modszertanat, elérve a 360-as fokszamot (pl. EGM96
(Lemoine et al., 1998). A méréstechnika fejl6dése, kiilondsen a
GOCE mlhold gravitacios gradiométereinek alkalmazasa Jaggi
¢és tarsai (2010) révén az EGM2008 modellben (Pavlis et al.,
2012) a sorfejtés mar a 2160-as fokszamig terjed. Bar az
egyiitthatok szama a technika jelenlegi cstcsat jelenti, regionalis
alkalmazasokhoz — példaul a terepi geodéziaban és a GNSS
mérésekben sziikséges geoidmagassagok meghatarozasahoz —
még ez a pontossig sem mindig elegend§.

1.2. Magyarorszagi geoidmodellek

Mivel még a 2160-as fokszaml globalis geoidmodellek sem
biztositjak a terepi geodézia szamara sziikséges térbeli felbontast
— nevezetesen a GNSS-alapu ellipszoidi magassagok szintezett
magassagga tortén0 atszamitasat —, regionalis geoidmodellek és
geoidundulacios adatbazisok fejlesztésére volt sziikség. Ezek a
modellek univerzalis modszertanok helyi f6ldi adatokra torténd
adaptalasaval jottek létre, dontGen regiondlis, vagy nemzeti
igényeket kielégitve.

A regionalis geoidmodellek szerkesztési modszertananak
fejlédése jol kovethetd az adott felmérési teriileten alkalmazott
modellek torténeti alakulasan keresztiil. Magyarorszag korai
(1993) dolgozta ki,

szintezési és GPS mérési adatokat kombinalva a nagyfrekvencids

regionalis geoidmodelljét Kenyeres

tagok szamitasara. A magyarorszagi kvazigeoid-modellt
graviticiés adatok, GPS/szintezés és fliggGvonal-elhajlasok
integralasaval, a legkisebb négyzetek kollokacios (LSC)
modszerének alkalmazasaval allitottak eld (Toth & Szlcs, 2011)

(Moritz, 1980).

A Magyarorszagon rendelkezésre 4llo nagy mennyiségl
torziosinga-mérés szamos kutatot 0Osztonzott arra, hogy a
meglévé modszertanokat ezen adatokra is alkalmazzak (Szafian
etal., 2006). A regionalis nehézségi potencialfiiggvényt Dobroka
(2008) geofizikai inverzios technikak segitségével rekonstrualta,
mig Volgyesi (2012) (2015) a nehézségi er6 fiiggbleges

GEODEZIA ES KARTOGRAFIA

2026/ 1 (78.évE)



GILANYI Gibirt, MOLINAR Gdbor Péter : A Balaton nivdfeliiletének modellje - Edtvis Lordnd mérései alapjdn

gradiensét hatarozta meg egy kijeldlt tesztteriileten a torzidsinga-
mérések sorfejtéses modelljével. A kollokacios modszer és
egyéb technikak  torzidsinga-adatokra  torténd
alkalmazasa vezetett a HGTUB2007 magyarorszagi
geoidmodell megalkotasahoz (Toth, 2009).

analitikus

egyszer(sitésén
Schmidt-féle
bazisfiiggvényeket alkalmazé modell (Schmidt et al., 2007) vagy
a Bolling és Grafarend (2005) 4ltal tovabbfejlesztett ellipszoidi
spektralis modell — Toth (2003) alkalmazta torzidsinga-adatokra
egy peremérték-feladatra fokuszald megkozelitésben. Tovabba a
felfelé/lefelé folytatas mddszere tette lehetdvé a GOCE miihold
gravitdciés gradiens méréseinek integralasat a regionalis
geoidmodellekbe (Toéth et al., 2006).

A gombfiiggvény-reprezentacid alapulo

alternativ.  moddszereket — mint a gdmbi

1.3. Kutatasi tertilet: a Balaton

A Balaton 0&sszehangolt tudomanyos vizsgalatat a Magyar
Foldrajzi Tarsasag Balaton Bizottsaga kezdeményezte 1891-ben.
A kutatok részletesen feltartak a t6 és kornyezetének foldtani,
fizikai, kémiai és bioldgiai jellemzGit. Eredményeiket a Loczy
Lajos (1911) altal szerkesztett ,,A Balaton tudomanyos
tanulmanyozasanak eredményei” cim({ monografiaban foglaltak
0ssze magyar ¢s német nyelven.

A tudomanyos program kezdetén, 1901 telén Eotvos Lorand
torzidsinga-méréseket végzett a to jegén (Eotvos, 1908). A
jégpancél egy egyseéges
nivofeliileten torténjenek. A partoktdl tavol es@ pontokon a

biztositotta, hogy a mérések
topografiai hatdsok elhanyagolhatéak voltak, igy az észlelt
anomalidk kizardlag a felszin alatti s(rliségvaltozasoknak voltak
tulajdonithatok.

1941-ben, egy szénhidrogén-kutatasi program keretében végzett
kiterjedt geofizikai kampany soran {ijabb torzidsinga-mérésekre
keriillt sor (Raul, 1941), amelyek megerGsitették Eotvos
feltételezését a Balaton alatt huzodo, északkelet—délnyugati

iranyu eltemetett hatsagrol.

A Balaton légi 1ézerszkennelése (LiDAR) soran végzett kutatas
bizonyitotta, hogy a t6 vizfelszine a helyi geoid egy
szegmensének tekinthetd. A szkennelési adatok pontos
feldolgozasahoz elengedhetetlen volt az ETRS89 vonatkoztatasi
rendszerhez viszonyitott geoidundulacio figyelembevétele
(Zlinszky et al., 2014) az az igy kapott geoidszegmens jo
egyezést mutatott a HGTUB2007 regionalis geoidmodellel

(Toth, 2009).

2. Modszerek

2.1. A Laplace—Poisson-egyenlet
Descartes-féle koordinatakkal

A Laplace-egyenlet egy olyan parcialis differencidlegyenlet,
amely szamos fizikai jelenséget modellez; tobbek kozott a
nehézségi potencialt leird egyenletként szolgal.

Laplace megvizsgalta a newtoni tOmegvonzas torvényét, a

~=1/
hogy a koordinata-rendszer origdjaba elhelyezett tomeg altal
keltett gravitacios gyorsulas a tér egy adott pontjaban ugy irhato
le, mint egy olyan vektor, aminek irdnya az adott pontbol a

formaban leirt er6térvényt. Ez kimondja, hogy

koordinata-rendszer origdja fele mutat, és nagysaga aranyos a
pontnak az orig6tdl mért tavolsaga négyzetének a reciprokaval.

Laplace ezt a térer@sségvektort vizsgalva észrevette, hogy a
térerGsségvektor a tér barmelyik pontjaban eléallithato Ggy, mint
egy skalarfiiggvénynek a térkoordinatdk szerinti parcialis
derivaltjaibol képzett vektor. Ezt a skalarfiiggvényt potencialnak
nevezziik, amelyet a gravitacios potencial esetén V-vel jeldljiik.
(Adam et al., 2013)

Egy masik észrevételt is tett: ennek a skalarfiiggvénynek a
Descartes féle térkoordinatak szerinti masodik derivaltjainak
Osszege nulla minden olyan pontban, ahol nem talalhatoak
tomegek. Ennek az utobbi dsszefliggésnek a kifejezése a Laplace
differencialegyenlet:

Ezt a megallapitast kés6bb Poisson egészitette ki azzal, hogy
ahol tdmegek vannak jelen, ott az egyenlet jobb oldalan egy, az
anyag s(rliségét (p) tartalmazo tag jelenne meg. A Foldon a
nehézségi er6 a newtoni gravitacios er6 és a Fold forgasa altal
okozott centrifugdlis er6 dsszege. A Fold felszinén (a levegGben,
a tomegeken kiviil) a W-vel jeldlt nehézségi potencialra (Adam
et al., 2013) vonatkozo Poisson-egyenlet a kovetkez0:

ahol w a Fold forgasi szogsebessége.

2.2. A nehézségi potencial Taylor-
sorfejtése

Ahhoz, hogy a nehézségi potencialt egy felszini pontban,
Descartes-féle koordinatdkban Taylor-sorba fejtsiik, rogziteniink
kell egy helyi topocentrikus koordinata-rendszert. Ebben a
rendszerben az x tengely kelet felé, az y tengely csillagaszati
észak felé, a z tengely pedig felfelé (a helyi fiigg8leges iranyaba)
origbja  pedig a
referenciapontunkban helyezkedik el. A 3. egyenlet mutatja be a

mutat, a koordinata-rendszer

nehézségi er6tér potencialjanak Taylor-sorfejtéses alakjat.

A 3. egyenletben a potencial parcialis

referenciapontbeli értékek. A Taylor-sorfejtés nulladfok tagja,

derivaltjai a

Uo, a koordinata-rendszer origdjaban érvényes potencialérték.
Az els6fokli tagokat a negativ nehézségi gyorsulasvektor

(=0[,.D

komponenseinek szorzata alkotja. A masodfoku tagok — amint

komponensei  (-g) és a  helyvektor

azt kés6bb latni fogjuk — az E6tvos-tenzor elemei megszorozva
a helyvektor koordinatainak masodik hatvanyaival.
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10 a a a a
t2 % *3 3 t2 39 1?3
10 a a a a
s 3 3 333 +3 3

a a a a
3 — $3 — 43— +3

A harmad- és magasabb foku tagoknak nincs kiilon elnevezésiik.
Amint lathatd, a tagok szdma a fokszdm emelkedésével
novekszik (lasd az 1. tablazatot). Az (4, ..., o) tag a Taylor-sor
magasabb foku tagjait jeloli.

2.3. A Laplace—Poisson-egyenlet
kielégitése

Ennek a Taylor-sorfejtésnek azonban van egy sajatos hatranya a
széles korben alkalmazott gdmbharmonikus sorfejtéshez képest:
a sorfejtés tagjai alapesetben nem elégitik ki a Laplace—Poisson-
egyenletet. A gravitacios potencial ggbmbharmonikus sorfejtéses
felirasa sordn nem 1ép fel ez a probléma, mert az a Laplace-
egyenlet gobmbkoordinatakban tortén6 megoldasan alapul, és a

gombharmonikus sorfejtés bazisfiiggvényei mar magukban
kielégitik a Laplace-egyenletet.

Annak vizsgalatara, hogy milyen feltételeknek kell teljesiilniiik
ahhoz, hogy a Taylor-sorfejtés a Laplace—Poisson-egyenlet
megoldasa legyen, helyettesitsiik be a Taylor-sor tagjait a
Laplace-egyenletbe!

Alkalmazzuk a Laplace-operatort, vagyis a koordinatak szerinti
kétszeres derivalast a Taylor-sor minden fokara! A nulladfoku
tagok masodik derivaltjai zérus értékiiek, mivel ezen tagok nem
tartalmazzak a helykoordinatakat. Hasonloképpen, a Laplace-
operatort az els6foku tagokra alkalmazva az eredmény szintén
nulla. A Laplace-operatort a masodfoku tagokra alkalmazva azt
taldljuk, hogy mivel a derivaltak a helykoordinatdk masodik
hatvanyaval vannak szorozva, két derivalas
helykoordinatdk kiesnek az egyenletbl, ami Osszevetve a
Laplace-Poisson (2.) egyenlettel — lathato, hogy pontosan 26?2

utan  a

A Laplace-operatort a harmadfokt tagokra alkalmazva a
kovetkezOt kapjuk:

0,999 2 +
0 d 0 Jd 0 Jd 0
d d 0 0
+ + + + “4)

A tagokat a helyvektor koordinatai szerint csoportositva:

+2 2 +
ERE
P +
6 9 4 3
+ 39 9 + ) een, OO 3)
2 P d d P P
2 a9 a9 Vt3 taataa T
a a a
+ + + (5)

Mivel a Laplace-Poisson (2) egyenlet jobb oldala a masodfokt
taggal mar teljesiilt, a harmadfoku (és minden tovabbi magasabb
foku) tagokra alkalmazott Laplace-operator eredményének
nullanak kell lennie. Ez csak akkor teljesiil, ha a 5. egyenlet
eredménye az origd kornyezetében helyfiiggetleniil nulla, azaz a
helykoordinatakkal szorzott egyiitthatok értéke nulla. Ez hdrom
kényszerfeltételt vezet be:

d a o _,
2 '3 o ta o

a a o _, ]
2 "9 0 T2 o (©)
o 0 .o |

F) 9 0 o0 o0

Hasonloképpen, a negyedfoku tagok esetében, a Laplace-
operator alkalmazédsa soran az egyes tagok rendre x°, 2, z%, xy,
xz, yz tényezOkkel szorzddnak. Ezeket Osszevonva, az ezen
tagokhoz tartozo egyiitthatok kombinaciojanak nullanak kell
lennie, igy 6 kényszerfeltételt kell alkalmazni.

Minden magasabb foka tag esetében, a Laplace-operator
alkalmazasa és a tagok helyvektor-komponenseinek hatvanyai
szerinti 0sszevonasa utan az egyiitthatok kombinacidjanak nullat
kell adnia. Ezeket az eredményeket az 1. tablazat foglalja dssze.

Tablazat 1.: A Taylor-sorfejtés egyes fokszamaihoz tartozoé tagok-, a
kényszerfeltételek- és a fiiggetlen egyiitthatok szama

] , Kényszer Fiiggetlen
Fokszim | Tagok szama —feltéytelek egyi%%[haték
0 1 0 !
1 3 0 3
2 6 1 >
3 10 3 7
4 15 6 9
1 3 (-1
: + > +1 5 2 +1
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Megjegyzendd, hogy az 1. tablazatban a fliggetlen egyiitthatok
szama megegyezik a Laplace-egyenlet gémbkoordinatakban
felirt megoldasanak azonos fokszamu egyiitthatoinak szamaval.

2.4. Az Eotvos-féle torzios inga

Eotvos a szamitasai soran a nehézségi potencial Taylor-
sorfejtésében csak a masodrend( tagokig ment el (Eotvos, 1911).
A nehézségi potencial masodik derivaltjai egy matrixba
helyezhet8k, amelyet E6tvos-tenzornak neveziink.

Az Edtvos-tenzor egy szimmetrikus tenzor, aminek 6 fiiggetlen
eleme van.

Az Ebtvos-inga egy érzékeny torzids szalon felfliggesztett
konny( radbol all, amelynek két végén azonos tomegek
helyezkednek el. Az egyik tomeg az ingakaron helyezkedik el, a
masik viszont ett6l valamivel mélyebben. Ha a torzios ingat
magara hagyjuk, a nehézségi er6tér forgatonyomatékot gyakorol
az ingatestre, ami a torzids szal elcsavarodasat okozza; az
elfordulas szogértéke egy skalan olvashato le (E6tvos, 1908).

A forgatonyomatékot leiré egyenletben az E6tvds-tenzor elemei
(illetve bizonyos elemek kiilonbségei) szerepelnek. Ebbdl
adddoan, az Eotvos-inga lehet6vé teszi négy mennyiség
harom  elemének

meghatarozasat: az  Eotvos-tenzor

——,——,—— , valamint a f84tl6 két eleme kiilonbségének

— — —— megmérését.

Mivel a torzids szal torzidmentes, nyugalmi helyzete nem ismert,
Osszesen Ot ismeretlent kellett kiszamitani, amihez 6t leolvasasra
volt sziikség. Ezt ugy érték el, hogy minden mérési ponton az
inga radjat 6t kiilonboz0 iranyba (egymastol 72°-ra) forgattak el,
majd megvartak a lengések csillapodasat (kb. egy ora), és ezutan
végezték el a leolvasast.

2.5. E6tvos Lorand inga-méréseinek
grafikus abrazolasa

E6tvos elemezte a matrixelemek jelentését, és két szemléletes
mennyiséget vezetett be az eredmények vizualizalasara.

e  Horizontalis gradiens: A nehézségi gyorsulas (g)
iranyban  tapasztalhatdé  legnagyobb
valtozasanak mértékeként definidljuk. A horizontalis
gradiensvektor komponensei megegyeznek két mért

vizszintes

mennyiséggel: —— é —— . Ezek a mennyiségek

a térképen a mérési pontbdl kiinduld vektor
komponenseiként abrazolhatok, amelyek a szintfeliilet
mentén a nehézségi gyorsulas ndvekedésének iranyaba
gradiensadatokbol

abra) a

vizszintes
gradiens-térképeket (1.

mutatnak. A
szarmaztatott

geofizikai kutatasokban antiklinalisok lehatarolasara
hasznaltak.

(7] 7]

=353 8
e  Horizontalis iranyitoképesség (R): A szintfeliilet
differencialis gorbiiletéb6l szarmazd erf, amelyet
E6tvos horizontalis iranyitoképességnek nevezett el. A
horizontalis irdnyitoképesség a maximalis és a
minimalis gorbiilet kiilonbségének ¢és a nehézségi
gyorsulasnak a szorzata, amely két mért mennyiség

felhasznalasaval a kovetkez6 modon szamithato ki:

A horizontalis iranyitoképesség a legnagyobb gorbiilet (vagyis a
legkisebb gorbiileti sugar) iranyaba mutat. Ez az irany az
északtol szamitott o azimutszdggel fejezheté ki, amely a
kovetkez0 egyenlettel szamithato:

L0

0

tan 20 = 10

°o _
d

Q
@‘Q)

3. Adatok

3.1. EotvOs mérései

Eo6tvos Lorand, Loczy Lajos, Cholnoky Jend, Kovesligethy
Raddé, Harkanyi Béla, Pekar Dezs6 és Steiner Lajos 1901 és 1903
telén tesztelték az Eotvos-féle torzids inga  terepi
alkalmazhatosagat a Balaton sik jégfeliiletén. Osszesen 28
meérést végeztek a Balaton északkeleti medencéjében 1901 telén,

¢és tovabbi 12 mérést a délnyugati medencében 1903-ban.

A mérési pontok helyét az el6z8 allomastol lanccal torténd
tavolsagméréssel, valamint korabeli topografiai térképeken
végzett grafikus hatrametszéssel hataroztak meg (E6tvos, 1911;
Eotvos, 1908). A mérGallomasok foldrajzi koordinatait is
publikéltak, amik az adott korban elérhet6 1:75000 méretarany(
katonai térképek ellipszoidi koordinatai. Ezeket a szélességi és
hosszusagi koordinatakat WGS84 rendszerbe transzformaltuk.
(Molnar & Timar, 2009). A becsiilt abszolut pozicionaldsi
pontossag koriilbeliil 100 méter, bar az allomasok kozotti relativ
hiba varhatéan 50 méter alatt marad.

Az egyes mérési pontokon az északi iranyt magneses tajoloval
hataroztdk meg, és az els@ leolvasashoz az ingat a magneses
¢észak iranyaba allitottak. A feldolgozas soran a mért értékeket a
7°30'-es magneses (magneses elhajlassal)
korrigaltdk a valddi északi irany meghatarozasahoz (Selényi,
1953).

deklinacioval

A jegyzOkonyveket és a mért adatokat tablazatosan is kozl§
publikaciobol (Eotvos, 1908), a kifejlesztett elméleti modell

bemutatasahoz a ,,77-es mérési pont koriilli méréseket
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valasztottuk ki, ahol két szelvény keresztezi egymast (lasd az 1.
és 2. abrakat).
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1. dbra: Eotvos dbraja az 1901 évi mérésekbdl a nehézségi er6 horizontalis gradiensének meghatarozott értékeit mutatja a Balaton északkeleti

medencéjében (Eotvos, 1908). A szamok a mérési pontok sorszamat jelolik; a gradiensvektor azt az iranyt jelzi, amerre a nehézségi gyorsulas

novekszik a szintfeliileten.

4. Eredmények

4.1. Inverzios algoritmus

A nehézségi potencial Taylor-sorfejtése — a Laplace—Poisson-
egyenlet teljesiilését biztositdo kényszerfeltételekkel kiegészitve
— lehet6vé teszi a nehézségi potencial regionalis 1épték(
modellezését; ezt a tovabbiakban modellnek nevezziik, a 3.
egyenletben szerepl6 derivaltakat a modell paramétereinek
hivjuk.

A Taylor-sorfejtésen alapuld modell paramétereinek becsléséhez
a kovetkez8 feltételezésekkel éltiink, és az aldbbi lépések
vezettek el a modellparaméterek meghatarozasahoz.

A topocentrikus koordinata-rendszer kezdGpontja (origoja)
tetszOleges lehet, a gyakorlatban azonban célszer(i egy olyan
pontot valasztani, amelyet torzidsinga mérési pontok vesznek
koriil. Ez a pont lesz a Descartes-féle modellkoordinata-rendszer
kezd6pontja. A koordinata-rendszer kezdGpontjara vonatkozoan
kiszamitjuk a WGS84 ellipszoidi koordinatakat is. A modellben

felhasznalt Eotvos-inga mérési  pontokra vonatkozdan a

vizszintes derékszogli koordinatakat a rendszer kezd6pontjahoz
viszonyitva szamitjuk ki; ezek a modellkoordinata-rendszerbeli
koordinatak.

A modell bizonyos paramétereit rogzitjiik. Az Uy potencial
értékét nullanak vessziik, a nehézségi gyorsulasvektornak pedig
csak a g komponense kiilonbozik nullatol, ezt pedig a
modellkoordinata-rendszer kezdBpontjahoz tartozo, a WGS84
ellipszoidon szamolt normal nehézségi gyorsulas értéknek
vessziik:

0N =—

1-3 6

+-0

+

sin 0 11
ahol r, 8 és A gobmbkoordinatak, a az ellipszoid fél nagytengelye,
G a gravitacios allando, M a Fold tomege, J2n az egyiitthatok, P2,
az asszocialt Legendre-fliggvények, w pedig a Fold forgasi
szogsebessége.

A modell kezdeti paramétereit, vagyis a valasztott koordinata-
rendszer kezd@pontjara vonatkozé masodik derivaltakat a
WGS84 ellipszoid és a normal er6tér modellje segitségével
hatarozzuk meg. Az igy kapott masodik derivaltak gyakorlatilag
az ellipszoidi Edtvos-tenzor elemei. A szamitashoz a WGS84
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nehézségi modell allandoit (11. egyenlet) hasznaltuk, =3,
vagyis 2 =6 fokszamig kozelitve. Ezeket az értékeket
tekintjiik a modellparaméterek kezdeti értékeinek. Minden mas,

magasabb foku egyiitthatot nullanak tekintink. Ezeket az
egylitthatokat egy ismeretlenekb6l 4116 tombbe, xg-ba rendezziik,
ahol a 0 als6 index a kezdeti értékeket jeloli.
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2. abra: Eotvos abraja az 1901. évi mérésekbl] meghatarozott horizontélis iranyitoképesség értékeket mutatja a Balaton északkeleti medencéjében

(Eotvos, 1908). A grafikus dbrazolashoz a horizontélis iranyitoképesség szakaszok hosszat a 9. egyenlettel, a szakaszok iranyat pedig a 10.

egyenlettel lehet kiszamolni.

A funkcionalis modell a modell (ismeretlen) paraméterei és a
modellb6l
kapcsolat; ezek a mennyiségek kozvetleniil 6sszehasonlithatok a

szamitott mennyiségek kozotti  matematikai
torzids inga méréseivel. Ehhez el6szor meg kell hataroznunk a
mérési pontoknak a modellkoordinata-rendszerbeli koordinatait.
A mérési pontok vizszintes modellkoordinatai (x és y) adottak,
ezekhez kiszamitjuk az egyes mérési pontok fligg6leges
modellkoordinatdit (z), mivel a Taylor-sorfejtés valddi
Descartes-féle  topocentrikus  koordinatdkat igényel. A
jégfeliileten azonos magassagban 1év8 mérési pontok a Fold
gorbiilete miatt a modellkoordinata-rendszer kezdOpontjanak
vizszintes sikja alatt helyezkednek el. Ezt a fligg6leges
tavolsagot a modell aktualis paramétereivel szamitjuk:
iteracioval keressiik meg az i-edik allomas azon (z) értékét, ahol
a szamitott potencial megegyezik a modellkoordinata-rendszer
kezd6pontjanak potencialjaval. Természetesen a
modellparaméterek frissitésekor a szamitast minden mérési
pontra ujra el kell végezni.

Ahhoz, hogy a mérési helyen a potencial masodik derivaltjainak
a modellb6l kiszamolt értékeit Gssze tudjuk hasonlitani az
Eo6tvos-inga mérésekbll kapott értékekkel, sziikségiink lesz a
modellkoordinata-rendszer és az i-edik mérési pont helyi

koordinata-rendszere kozotti transzformaciot leird R; matrixra.
A Fold gorbiilete miatt a mérési pont helyi vizszintes sikja a
modellkoordinata-rendszerhez képest megd6l. A potencial
modell felhasznaldsaval és a potencidl elsd derivaltjanak
kiszamitasaval az i-edik mérési ponton megkapjuk a helyi
fiiggbleges  vektor komponenseit a  modellkoordinata-
rendszerben. Ez a vektor helyi érint@sik normalvektora. A mérési
pont vizszintes koordinataibol kiszamitjuk a
meridiankonvergencidt, a  koordinata-rendszer  origdjara
vonatkoztatva, azaz a koordinata-rendszer kezd6pontjaban és a
mérési ponton érvényes valodi északi iranyok kozotti szoget.
Ezen értékek felhasznalasaval elGallitjuk az R; forgatasi
matrixokat minden mérési pontra (Iliffe, 1987).

Ezutan tudjuk kiszdmolni a modell masodik derivaltjait a mérési
pont helyi koordinata-rendszerében. Ehhez el8szor kiszamitjuk a
modell masodik derivéltjait a mérési pontokon (a
modellkoordinata-rendszerben). Ez a szamitas analitikusan
elvégezhet§ a 3. egyenlet alapjan. Ezek a masodik derivaltak
alkotjak a szamitott E6tvds-tenzor elemeit. A mérési pont helyi
koordinata-rendszerébe torténd transzformacio a kovetkez6:

= 12
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ahol az i-edik mérési ponton szamitott E6tvos-tenzor, Ri
a forgatasi matrix, pedig az i-edik mérési pont helyi
koordinata-rendszerében érvényes Eotvos-tenzor.

A mérési pont lokalis koordinata-rendszerében szamolt E6tvos-
tenzorbol képezzik a mérésekkel Osszehasonlithatd négy

mennyiséget (—),(—),(—),é (———) .

Ezek a mennyiségek a kozvetitegyenletek megoldasai, amik a
paramétereknek, vagyis a modellben szerepld magasabb
derivaltaknak a (nemlinedris) fliggvényei.

A modellparaméterek becslése soran azt tapasztaltuk, hogy a
megoldas stabilizalasa érdekében szimulalt mérésekre van

sziikség. Ez minden mérési pont esetében az E6tvos-tenzor (—)

eleme, amit az adott mérési pontra szamitott WGS84 normal
modellb6l szamitottunk.

Célunk a modell egyiitthatoinak becslése. Mivel rendelkeziink az
egyiitthatok kezdeti értékeivel xo, olyan x javitdsokat keresiink,
amelyeket a kezdeti paraméterekhez hozzdadva megkapjuk a
modellparaméterek javitott értékeit.

A tisztatag vektor (/) a mért (plusz egy szimulalt) Eotvos-inga
mérések vektoranak (L) és az egyes mérési pontokra szamitott
mennyiségeknek a kiilonbségéb6l all. (Ez utdbbi értékeket
szintén vektorba rendezziik):

Az A alakmatrix a funkciondlis modell altal szamitott
mennyiségek modell-egyiitthatok szerinti parcialis derivaltjait
tartalmazza, amit analitikus modon tudtunk el6allitani.
Esetiinkben, mivel a mérések pontossagar6l nem allt
rendelkezésre elGzetes informacid, minden méréshez egyenld,
egységnyi sulyt rendeltiink, igy a P matrix egységmatrix.

A legkisebb négyzetek modszere szerint a célfiiggvényt, vagyis
az eltérések sulyozott négyzetosszegét minimalizalni kell a
paraméterek javitasainak fliggvényében ( 1= ).
Esetiinkben, mivel az ismeretlen paraméterekre
kényszerfeltételek vonatkoznak, a legkisebb négyzetes becslés a
Lagrange-multiplikatorok modszerével végezhet§ el, vagyis a
paraméterek javitdsai (x) mellett a korrelatdkat (k) is

kiszamitjuk.

A paraméterek javitasainak (x) meghatdrozdsa utan ezeket
hozzaadjuk a paraméterek kezdeti értékeihez (xp). A teljes
folyamatot addig ismételjiik, amig a javitasok abszolut értéke
egy el6re meghatarozott kis € érték ald nem csokken, ez a
gyakorlatban két iteracio elvégzését jelentette.

4.2. Lokalis potencialmodell

Az ismertetett modszert Eotvos méréseire alkalmazva
meghataroztuk a 4. fok( lokélis Taylor-sorfejtéséi modell
egyiitthat6it. A modellt két kiilonboz0 mérési slirliség mellett
vizsgaltuk az 10 km x 10 km-es teriileten: el8szor az Gsszes
rendelkezésre allo (16 darab), majd egy ritkitott, felezett (8

darab) mérési-pont adatrendszer felhasznalasaval.

A nehézségi potencial a modellkoordinata-rendszer origoja
kornyezetében a 3. egyenlettel szamithatd ki. A szintfeliiletet
tehat azok a pontok definialjak, amelyeknek koordinatait az
egyenletbe beirva a koordinata-rendszer kezd6pontjaban el8irt 0
potencialértéket kapjuk meg.

Eredményeink szemléltetése érdekében Eotvos térképeihez
hasonlo térképeket készitiink. A megjelenitett mennyiségeknek
(horizontélis gradiens és horizontalis iranyitoképesség) mind a
modellb8l szamitott, mind pedig az adott mérési helyre
vonatkozo értékét is abrazoltuk a térképeken.

4.2.1. Horizontalis gradienstérkép

A 3. és 4. abran a mért és a szamitott horizontalis nehézségi
gradiensek lathatok. A gradiensvektorok mellett a térképen az
azonos nehézségi gyorsulast jelz8 szintvonalak, az ugynevezett
izogammak is megjelennek. Az izovonalakat a kdvetkez6 modon
szarmaztatjuk a modellb6l: elGszor a modell vizszintes (x és y)
koordinataparjahoz meghatarozzuk azt a z koordinatat, ahol a
potencial értéke megegyezik a modellkoordinata-rendszer
kezd6pontjanak potencialjaval. A kovetkez8 1épésben a
modellb6l analitikusan meghatarozzuk a 3D koordinatdhoz
tartoz6 nehézségi gyorsulasvektort, majd kiszamitjuk a vektor
nagysagat, és ezt szintvonalas térképként abrazoljuk. A mérési
helyeken szamitott nehézségi gradiensek — a varakozasoknak
megfelelen — mer6legesek a  nehézségi
szintvonalaira.

gyorsulas

e 16 pontos modell (3. abra): A slir(ibb adathalézat
alkalmazasaval a modell részletgazdagabb, jobban
lekdveti a nehézségi tér helyi anomaliait. Az
izogammak lefutasa tiikrozi a mérési pontok kozotti
finomabb valtozasokat.

e 8 pontos modell (4. abra): A felhasznalt mérésipontok
szamanak felezésével az eredmény trendszer(ibb lesz.
A modell a nagyobb 1épték( trendeket tovabbra is jol
jelzi, de a lokalis hatasok elmosodnak.
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3. abra: A negyedfoku Taylor-polinomos megoldasbol szamolt horizontalis nehézségi gradiens siirli mérési halozat (16 pont) alkalmazasaval (piros),

9.8073

dsszehasonlitva Edtvds méréseivel (fekete). A szintvonalak a nehézségi gyorsulds izovonalait jeldlik a szintfeliileten m/s* egységben.
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4. abra: A negyedfokt Taylor-polinomos megoldasbol szamolt horizontélis nehézségi gradiens ritkitott mérési halozat (8 pont) alkalmazasaval
(piros), 6sszehasonlitva E6tvos méréseivel (fekete), valamint a nehézségi gyorsulas izovonalai a szintfeliileten, m/s? egységben.
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4.2.2. Horizontalis iranyitoképesség és
geoidundulacio térkép

Az 5. és 6. abra a horizontalis iranyitoképességet ¢és a lokalis
nehézségi potencidladatokbol szarmaztatott geoidundulaciot
szemlélteti. A szintvonalak a lokalis szintfeliiletnek a helyileg
illesztett ellipszoidtdl valé fligg6leges eltéréseit mutatjak
milliméterben. A szamitasok alapjaul a WGS84 ellipszoid
szolgalt, amelyet helyileg a ,,7”-es mérési pont melletti pont,
pontosan 46.928 N, 18. 24 E koordinata vizszintes sikjahoz
igazitottunk. A merididn- és  harantiranyt  gorbiilet
meghatarozasdhoz a ,,7”-es mérési pont mellett kijelolt pont
WGS84 datumhoz tartozo ellipszoidi koordinatait hasznaltuk. A
horizontalis iranyitoképességet szemléltetd szakaszok irdnya
valojaban a minimalis gorbiiletnek, azaz a legnagyobb gorbiileti
sugarnak megfeleld iranyt jelzi (E6tvos, 1908).
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16 pontos modell (5. abra): A slir(ibb mintavételezés és
a magasabb fokszami  Descartes-féle leiras
eredményeként a térkép részletgazdagabb képet ad a
nehézségi erftér lokalis anomalidirdl. Mivel tobb
feltételnek (tobb mérési pontnak) kell megfelelni, a
szamitott  szintfeliilet kovetni tudja a rovid
hullamhosszi  valtozasokat is. Ez a modell
pontosabban mutatja meg a tdmegkoncentraciok
okozta lokalis domborulatokat a szintfeliileten, ahol a
geoid az ellipszoid f61é emelkedik.

8 pontos modell (6. abra): Alacsonyabb fokszamt
vagy ritkabb adatsor esetén a szamitott szintfeliilet
csak a hossza hullamhosszl, globalis tendenciakat
mutatja meg, a lokalis hatasoktol mentes lesz. Ez a
leegyszer(sitett forma jol szemlélteti a nehézségi
erOtér altalanos trendjeit, de elvesziti a finomabb
strukturakat, amelyeket a 16 pontos valtozat még
detektalni tudott.
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5. 4bra: A helyi geoidunduléacio és a horizontalis iranyitoképesség mennyiségei slir(i mérési halozat (16 pont) esetén. A szintvonalak a kapott lokélis

szintfeliilet fiigg6leges eltérését mutatjak a helyileg illesztett ellipszoidhoz képest, milliméterben. A modell a negyedfoka Taylor-polinomos

megoldas szimulalt eredménye (piros), 6sszehasonlitva E6tvos méréseivel (fekete).
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6. abra: A helyi geoidundulacio és a horizontalis iranyitoképesség mennyiségei ritkitott mérési halozat (8 pont) esetén. A szintvonalak a lokalis

szintfeliilet fiigg6leges eltérését mutatjak a helyileg illesztett WGS84 ellipszoidtol, milliméterben. A modell a negyedfoka Taylor-polinomos

megoldas szimulalt eredménye (piros), 6sszehasonlitva Eotvos méréseivel (fekete).

5. Diszkusszio

A Kkifejlesztett negyedfokti polinommodell &sszesen 35
paraméterrel irja le a potencialfiiggvényt. A kényszerfeltételek és
rogzitett  értékek  figyelembevételével — Osszesen 21
meghatarozand6 egyiitthatot becsiiltiink. A paraméterbecslés
numerikus  stabilitdsait a  korrelacios  matrix  atlagos
korrelacidjaval szamszer(sitettiik. A 8 mérési pontot felhasznalo
modell esetén ez a mutaté 0,476, mig a 16 pontos adathalozatnal
jelent6sen kedvezbb, 0,208-as érték lett. Ez a jelent8s
csokkenés igazolja, hogy a tulhatarozottsag mértékének novelése
hatékonyan javitja a paraméterek szétvalaszthatdsagat,
biztositva az inverzids eljards megbizhatosagat és numerikus

stabilitasat.

Bar a térképek a teljes 10 km x 10 km-es teriiletet lefedik, a
polinomfliggvények extrapolacios tulajdonsagai miatt a mérési
tertileten kiviili részeken a modell viselkedése bizonytalan, és ott
nem kivant szélsGséges geoidundulacid-értékek jelenhetnek
meg. Megfigyelhetd, hogy a torzidsingamérések szamanak
novelésével a kapott szintfeliilet részletesebb lesz, mig az adatok
ritkitasa (8 pont) természetes sz(ir6ként mlkodik, trendszer(ibb
potencialteret eredményez.

A lokalis modell kiterjesztése egy szélesebb regionalis modellre
a Taylor-sorfejtés(i modell fokszamanak novelésével lehetséges.
A magas fokszamu polinomfiiggvények kiszamithatatlan
viselkedése miatt azonban ez a megkozelités nem javasolt.
Alternativ. megoldasként ajanlott stratégia a jov6ben az
alacsonyabb fokszami modellek integralasa, amelyek
mindegyike a mérések egy részhalmazat fedi le. Ennek egyik
modja egy ésszerl méretli racs meghatarozasa, amelynek minden
cellaja egy alacsony foku polinommodell nehézségi potencialjat
képvisel§ paraméterkészletet tartalmaz. Ezen modellek
illesztésével biztosithatd a potencial ¢és derivaltjainak
folytonossaga a racscellak hatdrain. Egy masik stratégia a
szabalytalan haromszoghald (TIN) alkalmazéasa lehet, ahol a
mérési pontok a haromszogek cstcspontjain helyezkednek el.
Ebben az elrendezésben a masod- vagy harmadfoku nehézségi
modell paraméterei minden haromszogon belil becsiilhet6k,
biztositva a modellek illeszkedését a haromszogek hatarain.

A fejlesztés jovObeli iranya a torzidsingamérések mellett a mért
nehézségi gyorsulas, a szintezett és a GNSS-alapu magassag
kiilonbségébll szamitott geoidundulacio, a stellarfotografiaval
meghatarozott fliggbvonal-elhajlas mérések, illetve a teljes
tenzor gradiometriai adatok integraldsa a modellparaméterek
becslésébe. Elméletileg ennek nincsen akadalya, mivel ezen
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A Magyar Foldmérék Arcképcsarnoka

sorozat IV. és V. kotete megvasarolhaté az METTT titkarsagan.

A koétetek ara tagjaink részére 5000 Ft.
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